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Chemistry. — Piezodynamische Priifung der GLADSTONE-TRIBEschen 
Theorie des Mechanismus des Bleiakkumulators. Von ERNST COHEN 


und G. W. R. OVERDIJKINK. 


(Communicated at the meeting of October 28, 1939.) 


EINLEITUNG. 


Fussend auf den Untersuchungen von RITTER1) und von GROVE 2) 
und ohne diejenigen von SINSTEDEN’) zu kennen, erfand GASTON 
PLANTE 4) 1859 den Bleiakkumulator, den Apparat, welchem heute eine 
so grosse Bedeutung zukommt. 

Gegen die von PLANTE in seinen ,,Recherches sur |’Electricité”’ (1879) 
entwickelte Theorie der chemischen Vorgange, welche sich im Bleiakku- 
mulator wahrend dessen Ladung bezw. Entladung abspielen, wandten sich 
1882 GLADSTONE und TRIBE 5), welche das Ergebnis ihrer Untersuchung 
in dem Werkchen ,,The Chemistry of the secondary batteries of PLANTE 
and FAURE” (1883) zusammenfassten 6). Auf Grund ihrer Studien kamen 
sie zu dem Schluss, dass die bei den genannten Vorgangen sich abspielen~ 
den Reaktionen sich mittels der Gleichung: 


2PbSO Pe! 2H.O = PhoePbOs- = 20 a nT 


darstellen lassen. Wahrend der Ladung verlauft der Vorgang von links 
nach rechts, wahrend der Entladung in entgegengesetztem Sinn. Die 
Richtigkeit dieser Auffassung, welche haufig mit dem Namen ,,Sulfat- 
theorie’”’ bezeichnet wird, wurde alsbald von mehreren Seiten angezweifelt, 
sodass in der Literatur mehrere Theorien tiber den Mechanismus der 
Stromerzeugung im Bleiakkumulator beschrieben sind7), die indes, wie 
es schien, durch die Untersuchungen von F. DOLEZALEK (1900) endgiltig 
widerlegt wurden 8). 

In neuerer Zeit wandten sich aber mehrere Forscher gegen DOLEZALEKs 
Auffassung, dass die GLADSTONE-TRIBEsche Theorie den Tatbestand 


) Voigts Neues Magazin 4, 832 (1802); 6, 104 (1803). 

) Phil. Mag. 14, 129 (1839); 21, 417 (1842); Pogg. Ann. 58, 202 (1843). 

) Pogg. Ann, 92, 17 (1854). 

*) CC. R. 49, 403 (1859); 50, 640 (1860); Recherches sur l'Electricité, Paris 1879. 
) Nature 25, 221, 461 (1882); Electrician 9, 612 (1882). 

) Nature Series, London, 1883. 

) Literatur bis 1930 bei G. W. VINAL, Storage Batteries, 2d. Edition, London 1930, 
S. 151 ff. Bis 1937 bei G. W. R. OVERDIJKINK, Dissertation Utrecht 1937, Wir bezeichnen 
diese Dissertation im Folgenden mit D.O. 

S) Die Theorie des Bleiakkumulators, Halle 1901, 


6 
7 


835 


nach jeder Richtung beschreibt, obwohl auch seit 1900 manche neue Unter- 
suchung zur Stiitze der letztgenannten Theorie publiziert wurde, Nachdem 
im Jahre 1933 RIESENFELD und Sasz1) sich wiederum gegen die Auf- 
fassung der Englischen Forscher gewandt hatten, fassten wir den Ent- 
schluss das Problem aufs Neue in Angriff zu nehmen, unter Umgehung 
der Schwierigkeiten, welche sich dem Studium des Akkumulators entgegen- 
gestellt hatten. Die hier beschriebene Untersuchung kam bereits vor zwei 
Jahren zum Abschluss; infolge ausserer Verhaltnisse gelangt ihre Beschrei- 
bung erst heute zur Veréffentlichung, 


ERSTES KAPITEL. 


Wahl des Versuchsverfahrens. 


Spielen sich tatsachlich im Akkumulator die (reversiblen) Vorgange ab, 
welche die GLADSTONE-TRiBEsche Gleichung (1) darstellt, so muss es 
méglich sein die E.M.K. desselben nach der Gipps—-HELMHOLTZschen 
Gleichung 


ey ce a Ee 


See ii 


aus den die betreffenden Reaktionen begleitenden Warmeténungen und 
dem Temperaturkoeffizienten der E.M.K. bei der Temperatur T, zu 
berechnen. Hierin stellt bekanntlich FE. die E.M.K. bei der Temperatur T, 
FE, die chemische Energie der chemischen Reaktion (beim Durchgang von 
nF Coulombs) und den Temperaturkoeffizienten der E.M.K. vor. 

DOLEZALEK hat diesen Weg bei seinen Studien eingeschlagen und 
schloss aus den von ihm erhaltenen Zahlenwerten, dass die Gleichung (1) 
den Tatbestand beschreibt, Seinen Untersuchungen haftet indes der Uebel- 
stand an, dass er die zur Berechnung der E.M.K. verwendeten thermo- 
chemischen Daten nicht selbst bestimmte, sondern dieselben den Arbeiten 
JuLtus THOMSENs entnahm. Spater hat sich herausgestellt, dass diese 
Daten nicht genau sind, Ausserdem aber sind die Messungen der E.M.K. 
nur bis auf Millivolt ausgefiihrt worden. Dies mag wohl der Tatsache 
zuzuschreiben sein, dass es, wie auch unsere Messungen ergaben, ungemein 
schwer halt, Akkumulatoren zu konstruieren, deren E.M.K. bis auf Zehn-~- 
telmillivolt und weniger reproduzierbar ist. Auch die Bestimmung des 
Temperaturkoeffizienten der E.M.K. wird infolgedessen ungenau. 

Da eingehendes Studium der Ursache derartiger Abweichungen uns 
den Beweis geliefert hatte, dass sich bei niederen Temperaturen (0° C.) 
vollig reproduzierbare Akkumulatoren herstellen lassen, haben wir zur 
Priifung der Richtigkeit der Gleichung (1) ein Verfahren verwendet, bei 
dem die zu untersuchenden Akkumulatoren stets auf 0° C. gehalten werden 


1) Z, Elektrochem, 39, 220 (1933). ; 
55 
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konnten, d.h. dass nicht die Temperatur, sondern der Druck jeweilig 
geandert wurde. 

Das Problem nimmt infolgedessen die Form an, dass nicht die Glei- 
chung (2), sondern die von WILLARD GIBBS !), spater auch von DUHEM 2) 


(a ae ea 


unserer Untersuchung zu Grunde gelegt wurde. In dieser Gleichung stellt 
E die E.M.K. des Akkumulators dar, p den Druck, unter welchem derselbe 
steht, das zweite Glied die Aenderung, welche das Volumen der im Akku- 
mulator vorhandenen Stoffe erfahrt, falls (p und T konstant) die Elek- 
trizitatsmenge eins denselben durchfliesst. 

Es handelt sich somit darum zu untersuchen, ob der. experimentell 
festgestellte Druckkoeffizient der E.M.K. sich unter Zugrundelegung der 
GLADSTONE-TRiBEschen Reaktionsgleichung innerhalb der Versuchsfehler 
im Voraus berechnen lasst. Sollte dies der Fall sein, so dirfen wir 
schliessen, dass jene Gleichung tatsachlich den Reaktionsmechanismus des 
Bleiakkumulators beschreibt. 


abgeleitete: 


DN EVES WARTIME, 
Die Volumanderung im Bleiakkumulator bei Stromlieferung. 


Das von ERNST COHEN und SINNIGE®) verwendete ,,Dilatometer-Ele- 
ment’ lasst sich im Falle des Akkumulators nicht verwenden, da hier in 
Folge des Stromdurchganges Konzentrationsanderungen der Fliissigkeit 
(verdiinnte Schwefelsdure) eintreten. Liefert namlich der Akkumulator die 
Strommenge 2F, so wird nach Gleichung (1) Schwefelsdure verbraucht 
werden, wahrend sich Wasser bildet. Die Konzentration der vorhandenen 
Saure nimmt somit aus zwei Griinden ab: sowohl durch das Entziehen von 
Saure als durch die Bildung der aequivalenten Menge Wasser. 

Wir haben deshalb auf indirektem Wege unser Ziel zu erreichen ver- 
sucht. Spielte sich die Reaktion ab in einem Akkumulator, der unbegrenzte 
Mengen der reagierenden Stoffe enthielte, so wiirden die entsprechenden 
Konzentrationsanderungen unendlich klein sein. Wir diirfen uns die sich 
tatsachlich abspielenden Reaktionen so vorstellen, da bei der Messung der 
E.M.K. des Akkumulators dieselbe in Kompensationsschaltung wird fest- 
gestellt. 

Der Vorgang, welcher beim Durchgang von 2F stattfindet, lasst sich 
nunmehr wie folgt formulieren: 


Pb + PbO, + 2HySO, letztere von einer unendlich grossen Sdure- 


') Trans. Connecticut Acad. Arts Sci. (2) 3, 508 (1878). 
*) Le potentiel thermodynamique et ses applications, Paris 1886. S. 117. 
%) Z, physik. Chem. 67, 30 (1909). 
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menge (Konzentration c) stammend, wandelt sich um in Ze oS Oma liso: 

diese Wassermenge lést sich in einer unendlich grossen Sduremenge, 

deren Konzentration c betragt. Die hierbei auftretenden Volumanderungen 

sind folgende: 

a. 1 Grammatom Pb wird verbraucht: die begleitende Volumanderung 
sei — Vj; 

bot ae PbO, wird verbraucht: die begleitende Volumanderung sei 
= VARs 

c. 2 Mole H2SO, werden der Saurelésung (Konzentration c g. Saure 
pro g. Lésung) entzogen und sodann verbraucht: die begleitende 
Volumanderung sei — 2V.; 

d. Es bilden sich 2 Mole PbSO,; die begleitende Volumanderung sei 
S| AVES 

e. Es bilden sich 2 Mole H,O, welche sich in der unendlich grossen 
Sauremenge, deren Konzentration c betragt, auflésen: die begleitende 
Volumanderung sei + 2V;. 
Die Gesamtvolumanderung ist dann: 


A V——V,—V,-2 V,12V,+2 Vs. 3 P ‘ 5 (A) 


Nun haben ERNST COHEN und A. L. TH. MOESVELD!) gezeigt, dass, 
falls sich in einer Lésung, welche c g. eines Stoffes pro 1 g. Lésung enthalt, 
ein Mol dieses Stoffes lést, die dabei eintretende Volumanderung 


M jv. + (Id) ae { 
betragt. Hierin stellt M das Molgewicht des betreffenden Stoffes dar, 
v. das spezifische Volumen (bei der Versuchstemperatur) der Lésung, 
deren Konzentration c pro g. Lésung betragt, und v, das spezifische 
Volumen des gelésten Stoffes bei jener Temperatur. 

Wenden wir diese Gleichung auf unseren Fall an, so ist 


Us] . ° i é * ; (4) 


aT erie \ 


/ dc 


Hierin stellt MM das Molgewicht der reinen Schwefelsaure dar, v. das 
spezifische Volumen der in unserem Akkumulator vorhandenen Saure- 
lésung, welche pro g. Lésung c g. Saure enthalt, und v, das spezifische 


Volumen der reinen Saure. 


1) Z, physik. Chem. 93, 436 (1919). A. L. TH. MOESVELD, Dissertation Utrecht 1918, 
Seite 74. ERNST COHEN, Physikalisch-chemische Metamorphose und einige piezochemische 
Probleme. Leipzig 1927. Seite 97. Auch Physico-chemical Metamorphosis and some 
Problems in Piezo-chemistry, 2d. Printing. New York 1928, Seite 132. 
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Gleichung (4) kénnen wir auch wie folgt schreiben: 


Av=M}o, + (10 ae aa oa 


Mp, ist dann das Volumen eines Mols reiner Schwefelsdure: dieses hat 
sich zunachst gebildet, was einer Volumanderung Mv, entspricht. Die 
Volumanderung, welche die Bildung und das nachfolgend in Lésung treten 
dieser Menge in eine unendlich grosse Menge Schwefelsaure (Konzentra- 
tion c) begleitet (V3), ist demnach: 


dv. | 


Va Vee ee) can 


In analoger Art und Weise lasst sich fiir die Wolumanderung, welche 
die Bildung eines Mols Wasser und das darauffolgende in Losung treten 
dieser Menge in eine unendlich grosse Menge Schwefelsaure (Konzen- 
tration c) begleitet, berechnen. 

Wir denken uns 1 g. einer Schwefelsdurel6sung, weiche c g. reiner 
Saure pro g. Lésung enthalt, und setzen dieser Lésung soviel Wasser zu 
(p g.), dass infolgedessen die Saurekonzentration auf c—dc gebracht wird. 
Dann lasst p sich folgenderweise berechnen: 

Das Gewicht der Lésung wird 1 + p g. und ihre Konzentration an Saure 
c —dc. 

1+ p g. der Lésung enthalten dann (1 + p) (c—dc) g. reiner Saure 
und 1+ p—(1+p) (c—dc)=(1+p) (l1—c+dc) g. Wasser. Die 
Gewichtszunahme des Wassers betragt somit (1 +p) (1—c+dc)— 
(Ve) pig. 

Somit 


dc c 
=e und | = : 
& —de TP e—de 
Nennen wir das spezifische Volumen der Lésung, deren Konzentration c 
betragt, v., und v._a. das spezifische Volumen der Lésung, deren Konzen- 
tration c—dc ist, so betragt die Volumanderung der Lésung 


Cc 


(1 + p) Yende— Ve == 5 Veade = Ya ee ee Tey 
Nea Rk: dv, : 
Unist aber pe, == —— is dc, sodass unsere Gleichung (5) ergiebt: 
cm ek. ac dv. 
c—dc («. dc dc lap cas («=< al eke AC) 


Bisher brachten wir das Volumen des als solches verschwindenden 
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Wassers noch nicht in Rechnung (p g.). Dieses hatte sich aber zuvor als 
solches gebildet, was einer ebensogrossen Volumanderung mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen entspricht. 

Unsere Gleichung (6) stellt somit die Volumanderung dar, welche ein- 
tritt, falls sich p g. Wasser bilden und sodann in der Saurelésung, welche 
c g. reiner Saure pro g. Lésung enthalt, in Lésung treten. 


Pro Gramm betragt diese Volumanderung somit 0.0 und pro Mol 
c 


Wasser (Molgewicht M’). 


Die Gesamtvolumanderung, welche im Akkumulator beim Durchgang 
von 2F Coulombs stattfindet, ist also: 


dv. | 
de \ 


A V=—V,—V,—2M Ip, lc) 


ED Vee (we a (7) 


DRITTES KAPITEL, 


Die verwendeten Stoffe. 


Die Stoffe, welche (nach GLADSTONE und TRIBE) im Akkumulator eine 
Rolle spielen, sind Pb, PbO.s, PbSO, sowie H,SO,. Da es sich darum 
handelte die Werte fiir V1, Vo, V3, Va, Vs, (Gleichung A auf Seite 837) 
modglichst genau zu ermitteln, haben wir auf die Reinheit der verwendeten 
Stoffe besondern Wert gelegt. 


a. Blei. 


Wir benutzten reines Blei (sogen. Blei ,,KAHLBAUM’’) und stellten uns 
daraus Drahte von etwa 0.5 mm Durchmesser her. Dieselben wurden 
wahrend vier Stunden im Vakuum bei etwa 250° C. getempert. 


b. Bleiperoxyd. 


Bekanntlich halt es schwer ein reines Praparat dieses Stoffes herzu- 
stellen. Wir haben es nach vier verschiedenen Verfahren versucht. 
Zunachst mittels Elektrolyse einer 30-prozentigen wasserigen Bleinitrat- 
iésung zwischen einer Blei- und einer Kohleelektrode. Die an der positiven 
Elektrode sich bildende Salpetersaure neutralisierten wir mittels PbO. Das 
so erhaltene PbO. wuschen wir mit Wasser und trockneten es tiber POs. 

Ein zweites Praparat stellten wir das aus ,,Mennige zur Elementar- 
analyse nach DENNSTEDT” durch Behandlung derselben mit konzentrierter 
Salpetersdure in geringem Ueberschuss. Nach dem Kochen mit der Saure 
verdiinnten wir dieselbe mit Wasser, suspendierten den Niederschlag 
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mehrmals in distilliertem Wasser, und filtrierten denselben. Das Trocknen 
fand statt iiber P,Os. 

Unser drittes Praparat stellten wir nach der Vorschrift von BENDER ?) 
dar: Man leitet reines Chlor in eine Lésung von 120 g. Bleiazetat in 500 cc 
zwanzigprozentiger Natriumhydroxydlésung. Den gebildeten Niederschlag 
wuschen wir nach dem Filtrieren mit verdiinnter Salpetersaure, sodann mit 
Wasser. Nach nochmaligem Filtrieren trockneten wir denselben iiber P2Os. 

Die drei Praparate untersuchten wir auf Reinheit nach MERCK, Prifung 
der chemischen Reagentien auf Reinheit, 4. Auflage. Darmstadt 1931 
S. 55. Die von diesen Praparaten hergestellten Rontgenogramme ergaben 
sich, was die Lage der Linien betrifft, als identisch, Das oben zuerst 
beschriebene Praparat lieferte unscharfe Linien. Diese Erscheinung 
beobachtete spater KRUSTINSONS 2) ebenfalls an einem nach demselben 
Verfahren dargestellten Praparat. Zu unseren definitiven Wersuchen 
verwendeten wir ausschliesslich das dritte Praparat, dessen quantitative 
Analyse folgendes Erbegniss (in Proz.) lieferte 3). 


Wasser iL OW 1.14 
Sauerstoff 13.07 12.99 
Blei 85.71 85.80 


Unser Bleidioxyd war also nicht geniigend rein fiir eine exakte pykno- 
metrische Bestimmung des spezifischen Volumens, Aus diesem Grunde 
ermittelten wir dasselbe auf roéntgenographischem Wege. Bekanntlich 
spielen dabei selbst gréssere Verunreinigungen keine Rolle 4). 


c. Bleisulfat. 


Reinstes, kristallisiertes Bleinitrat wurde mehrmals aus Wasser um-~ 
kristallisiert, in Wasser gelost und sodann unter stetem Rithren mittels 
Schwefelsaure gefallt. Nach dem Filtrieren entfernten wir das Wasser 
durch Erhitzen auf dem Wasserbade, sodann auf dem Sandbade, wobei 
die Temperatur bis etwa 350° C. erhéht wurde. Nachdem sich keine 
Dampfe mehr entwickelten, setzten wir das Erhitzen noch wahrend einer 
Stunde fort 5), Wor dem Gebrauch in den Akkumulatoren erhitzten wir das 
Sulfat wahrend einiger Tage unter Schwefelsdure auf dem Wasser- 


bade 6), 


') VANINO, Handbuch der praparativen Chemie, Stuttgart 1921, S. 587. 
2) Z. Elektrochemie 43, 65 (1937). 
%) Vergl. iiber Einzelheiten D. O. Seite 14. 
) Vergl. z.B. N. H. KOLKMEIJER, Proc. Kon. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 31, 
151 (1927); MAzza, Atti R. Accad. Lincei, Rend. (6) 4, 215 (1925). 
®) RICHARDS und SHRUMB, J. Am. Chem. Soc, 40, 403 (USTSIR 


°) VOSBURGH und CRAIG, J. Am. hem. Soc. 51, 2009 (1929); HAMER, J. Am, Chem. 
Soc. 57, 9 (1935). 


4 
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d. Schwefelsaure. 


Reinste Schwefelsaure verdiinnten wir mit destilliertem Wasser, bis 
diejenige Konzentration erreicht war, welche wir in unseren definitiven 
Versuchen verwendeten (27.30 g. Saure pro 100 g. Losung). Den genauen 
Gehalt an Saure ermittelten wir durch titrieren mit einer NaOH-Losung, 
welche mittels einer Adipinsdureldsung titriert war. Es erfolgte eine 
Kontrolle auf pyknometrischem Wege. So fanden wir durch Titrieren 
27.32 Proz., auf pyknometrischem Wege 27.30 Proz. 


e. Paraffinol. 


Das zum Abdecken der Akkumulatoren (siehe unten) verwendete 
Paraffinol (paraffinum liquidum Pharm. Neerlandica, Ed. V) entwasserten 
wir durch Erhitzen auf 180° C. 


VIERTES KAPITEL, 
Bestimmung der Volumanderung beim Durchgang von 2F Coulombs. 


Wir wollen uns nunmehr mit der Ermittlung der Grdssen der Glei- 
chung (7) beschaftigen. Die Werte V,, Vs und V3 haben wir auf ront- 
genographischem Wege an unseren Praparaten festgestellt (Vergl. S. 840). 
Das spezifische Volumen der Schwefelsdurelésungen verschiedener Kon- 
zentration ist mit grésster Genauigkeit s. Z. seitens der ,,Kaiserlichen 
Normaleichungskommission”’ bestimmt worden !), Unter Zugrundelegung 


dv. 
berechnet. 


jener Zahlen haben wir den Wert von 


Die bei den Berechnungen in dieser Abhandlung verwendeten Natur- 
konstanten sind: H == 1.008; O = 16.000; S= 32.06; Pb = 207.22. Dichte 
des Wassers d'?? = 0.999126. 

E.M.K. des WESTON-Normalelements mit fester Phase und Cd. Amal- 
gam von 10 gew. Proz. bei 30°.00 C. E3q099 = 1.0179 Volt. 

Kantenlange der Elementarzelle des reinen NaCl bei 0° C. djoo = 
5.6224 A; 

Kantenlange der Elementarzelle des Steinsalzes bei 18°.0 C. dyoo = 
56205) A; 

Linearer Ausdehnungskoeffizient des Steinsalzes 0.0000402. 


d'8°_ — (1—0.00035) d8° 


NaCl Steinsalz" 
Wellenlange der CuKay Strahlung 2 = 1.5412 A; 
Fr CuKa, Strahlung 4 = 1.5374 A. 
1 Liter-Atmosphare — 101.34 Volt-Coulomb. 
1 Faraday — 96494 Coulombs. 
AvocapbrRosche Zahl 60.62 x 102°. 


4) DOMKE und BEIN, Z. Anorg. Chem. 43, 125 (1925); Abhandl. Kais. Normal- 
eichungskommission 5, 257 (1904). Vergl. auch LANDOLT—BORNSTEIN, Phys. Chem. 


Tabellen 1, 397 (1923). 
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a. Réntgenographische Bestimmung der Molvolumina 
der festen Stoffe. 


Da aus dem oben (S. 835). erérteten Grunde unsere Messungen sich auf 
das Verhalten des Akkumulators bei 0°.00 C. bezogen, haben wir auch die 
réntgenographischen Bestimmungen bei dieser Temperatur ausgefiihrt. 
Indem wir zur Raumersparnis fiir Einzelheiten der Versuchstechnik auf 
D. O. Seite 32 ff. verweisen, sei hier nur Folgendes mitgeteilt: Zur Berech- 
nung des Radius der verwendeten Camera und der Exzentrizitat der 
Praparate verwendeten wir als Eichsubstanz reinstes Chlornatrium 
(,,.KAHLBAUM”, geschmolzen, zur Analyse). Wir pulverten dasselbe, gaben 
das Pulver durch ein Sieb, und pressten es zu einem Stabchen, welches wir 
vorsichtig in das Praparatroéhrchen der Camera einfihrten 1). 

Als Parameter fiir die Elementarzelle verwendeten wir den Wert 2) 
a — 5.6224 A bei 0° C. Die Réntgenogramme wurden mittelst eines ZEISS- 
schen Komparators ausgemessen. Bei der Berechnung brachten wir eine 
Korrektur fiir die Schrumpfung des Films an, sowie fiir die Exzentrizitat 
und die Dicke des Praparats. 

Von jeder Substanz machten wir drei Rontgenaufnahmen, welche 
sodann ausgemessen wurden. Die verwendete Strahlung war CuK, mit 
Wellenlangen Jag = 1.5412 A, day = 1.5374 A, im Mittel 21.5393 A. 
Indem wir fiir die Werte von Sin.2 6 nach den Tabellen in D. O. Seite 
34 ff. verweisen, geben wir hier nur die fiir a, b und c gefundenen. 


Gy Vallae 
Raumgruppe O?—F'm3m Zahl der Atome in der Elementarzelle 4. 
[a == 492. A; Il) a==4,92 0A; Milo a= 4 92a A. 
Mittel a= 4.92, A bei 0°.0 C. 


In der Literatur finden sich fiir a folgende Werte (bei Zimmertem- 
peratur): 

4.91 A, VEGARD, Phil. Mag. 32, 65 (1916); 

4.98 A, OWEN und Preston, Proc. phys. Soc. 35, 101 (1923); 

4.91 A, KoLDERUP, Bergens Museum Aarbok 1924—1925; 

4.92 A, Davey, Phys. Rev. 23, 292 (1924); 25, 753 (1925): 

4.92, A, Levi, Nuov, Cim. 2, 335 (1924); 

4.933 A, DARBYSHIRE, J. Chem. Soc. 135, 211 (1932). 

Unsere Messungen ergeben fiir das Atomvolumen des Bleies bei 0.90 C: 

GO1622 1072 (492) 1 


Vi= 4 -= 18.126 2 0.026 ce. 


") Vergl. J. C. L. FAVEJEE, Dissertation Utrecht 1935. S. 10. 
*) Internationale Tabellen zur Bestimmung von Kristallstrukturen, Berlin 1935, S. 609; 
Strukturbericht von P. P. EWALD und C, HERMANN, Leipzig 1931, S. 73, Fussnote 1. 
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b, Bleiperoxyd. 
Raumgruppe D!*—P,/mnm Zahl der Molekeln in der Elementarzelle 2 


Wir fanden: I. a— 4.93. A; == oii N 
I a 4.935,A; ¢==3,37, A; 

Tie a==4935 A; Ca=3.51o A. 

Mittel a= 4.93, A; c==3.37, A. 


In der Literatur findet man (bei Zimmertemperatur): 


a= 4,94, a = 0.685, Davey, Phys. Rev. 23, 763 (1924); 


a= 4.98 A; c—3.40 A, Ferrari, Rend. Accad. Sci. Fis. Mat. Napoli 
2e18or (1925): 

a= 4.97 A; c=3.40 A, VAN ARKEL, Physica 5, 162 (1925); 
a —= 4.96 A; c=3,39 A, V. GOLDSCHMIDT, Geochem. Verteilungsge- 
setze 6, (1926); 
= 4,93 A C= = 3.567 A, DARBYSHIRE, J; Chem, Soc, 135, 211 (1932). 


Unsere Messungen ergeben fiir das Molvolumen des PbO: 


62 X 107 (4.93;)7 x 3.37710 
ares EES 2 EY Tal Ae 


c. Bleisulfat. 
Raumgruppe D!®—Pnma Zahl der Molekeln in der Elementarzelle 4. 


[at 8 tg A D7 5) Al C= 6.934 A 

laa SA45 A bi 5. 365 As C= 6,94, A; 

il aa 3.44, A: 6 5.365 As c= 6.94, A. 
IMittel == 8 447A; DE => 305 A e— 6.94, A 


Von anderen Autoren wurde gefunden: 
a=845A; 6=5.38 A; c=6.93 A, JAMES und Woop, Proc. Roy. 
Soc. (A) 109, 598 (1925): 
a=8.46 A; b—5.38 A; c—6.95 A, W. BASCHE, Dissertation Leipzig 
1226, 


Aus unseren Messungen ergibt sich fiir das Volumen von zwei Molen 


PbSOz bei 0°.0 C:: 


; OA Droog 0,0 tol Ome 
DV saa 60 62 x 10 ws es et ie Petes = 


= 95.330 + 0.050 cc. 
d. Bestimmung von V3 und Vs. 


Da, wie bereits betont wurde, die Messungen von DOMKE und BEIN 
(Kais. Normaleichungskommission) sehr genau sind, haben wir dieselben 


der Berechnung von in unserer Gleichung (7) zu Grunde gelegt. Die 
c 


Tabelle 1 enthalt die von uns aus jenen Messungen berechneten Werte 
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von v, fiir Schwefelséurekonzentrationen zwischen 0.20 und 0.30 (pro 
Gramm Lésung) sowie die von v. berechnet nach der Gleichung 
5 == 1000235 0.71125.c 0 2712 ca eee) 


welche wir mittelst der Methode der kleinsten Quadrate aus jenen Mes- 
sungen abgeleitet haben. Die vierte Kolumne der Tabelle zeigt, dass diese 
Gleichung den Tatbestand vorziiglich beschreibt. 


TABE TEE es 


Spezifische Volumina von Schwefelsaure-Wasser-Losungen verschiedener 


i r v. gef. von v. berechnet 
eke mea ot ere und BEIN | nach Gleichung 8 SE 
0.20 0. 86882 | 0.86883 =) 
Ont 0, 86284 0.86283 4 
0.22 0.85689 0.85689 | 0 
es 0.85100 0.85099 | aa 
0.24 0.84516 0.84516 | 0 
0.25 | 0.83938 0.83937 ae 
0.26 | 0.83364 0.83364 | 0 
0.27 | 0.82796 0.82797 | 
0.28 | 0.82234 0.82235 | et 
0.29 0.81678 0.81678 0 
0.30 0.81128 0.81127 ne] 


Mittels dieser Daten findet man fiir die von uns verwendete Schwefel- 


saurekonzentration (0.2730) bei 0°.00 C. fiir uv. =0.82628 und fiir 
Ge == — 0156317 
: dc J C=30),2730 


Setzen wir diese Werte und den Wert 98.08 fiir das Molgewicht der 
Schwefelsaure in die Gleichung fiir V. (Seite 838) ein, so finden wir: 


2V3=2 X 98.08 {0.82628 + (1 —0.2730) X — 0.56317} == 81.772 cc. 
und fiir das Wasser (Molgewicht 18.02) nach der Gleichung auf Seite 839: 
2V;—=2 X 18.02 {0.82628 — 0.2730 * — 0.56317} = 35.320 ce. 


Hiermit sind nun samtliche Werte in unserer Gleichung (7) bekannt 
geworden. Wir finden: 


AV =— 18.126 — 24.871 — 81.772 + 95.330 + 35.320 —5.881 + 0.059 cc, 


Daraus ergibt sich nunmehr fiir den Druckkoeffizienten der E.M.K. des 
Bleiakkumulators mit 27.30 Proz. Schwefelsdure bei 1 Atm. und 0°.00 C. 


&) _ 101.34 5.881 X 103 _ 
dp p=1 Atm. T=0.°00 C Zz ~< 96494 a 


= 3.09 * 10-6 + 0.031 & 10-6 Volt/x 
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FUNFTES KAPITEL. 


Experimentelle direkte Bestimmung des Druckkoeffizienten der 
E.M.K. des Bleiakkumulators bei 0°.00 C, 


1. Die verwendeten Akkumulatoren. 


Es wurde bereits oben darauf hingedeutet, dass die Herstellung von 
Akkumulatoren, deren E.M.K. bei bestimmter Temperatur sich bis auf 0.1 
bezw. 0.01 Millivolt reproduzieren lasst, keineswegs eine leichte Aufgabe 
ist, und dennoch ist die Erreichung dieses Ziels conditio sine qua non fiir 
die Lésung des uns hier beschaftigenden Problems. Die verschiedenen fehl- 
geschlagenen Versuche sollen hier, der Raumersparnis halber, nicht naher 
erOrtert werden !). 

Folgender Weg fiihrte am Ende zum Ziel: Als negative Elektrode ver- 
wendeten wir eine Platte mit grosser Oberflache P, Typus Q eines 
VARTA Akkumulators. Wir stellten uns diese her durch Umladung einer 
positiven Platte, bis das PbO. véllig zu Pb reduziert war. Sodann ent- 

D fernten wir die Platte aus der Saure, spiilten 
sie mit Wasser ab und beliessen sie wahrend 
24 Std. in einem Gemisch von 50 TlIn. kon- 
zentrierter Salpetersaure und 50 TIn. Wasser. 

Nachdem die Platte mit destilliertem Was- 
ser abgespult war, brachten wir dieselbe als 


negativen Pol in einen Akkumulator, welcher 


sodann in der gebrauchlichen Art und Weise 


geladen wurde (Stromstarke 150 mA.). Diese 
negativen Platten zeigten, nachdem sie in der 
Akkumulatorensaure ausgepumpt, und in 
frische Saure eingetaucht waren, hdchstens 
einen Potentialunterschied von 4 mV. gegen- 


einander. In einer schwach angesdauerten 


Bleiazetatlésung betrugen diese Differenzen 
nicht mehr als 0.2 mV. 

Den aus der Saure herausragenden Teil 
der Elektroden (A Fig. 1) bedeckten wir mit 


einer diinnen Schicht Saponlack, wodurch 


B) 
oe licail 


TSG, tle 


dem ,,Kriechen” der Sdure vorgebeugt wird. 

Die positiven Elektroden stellten wir folgenderweise her: Der untere 
Teil eines 3 bis 4 mm weiten Glasréhrchens B wurde umgebogen und 
schalenférmig erweitert (C). D ist ein Platindraht, welcher in dem schalen- 
formigen Teil zu einer Spirale aufgerollt ist. Auf dieselbe gaben wir eine 
gewisse Menge des Materials, das wir mittelst eines Glasscherbens von 
einer positiven Grossoberflachenplatte eines frisch geladenen Akkumula- 


1) Vergleiche dariiber D. O. Seite 17 ff. 


846 


tors (VARTA) geschabt hatten. Bevor wir dieses Material um die Spirale 
brachten, schiittelten wir es wahrend einiger Zeit mit der verdiinnten 
Saure, welche spater in unserem Akkumulator zur Verwendung kam. 
Nachdem die Spirale bedeckt war, gaben wir eine geringe Menge unseres 
reinen Bleisulfats darauf. Hierdurch wurde dem Aufwirbeln des PbOg in 
der Fliissigkeit vorgebeugt und damit der Beriihrung desselben mit der 
negativen Platte. Die in dieser Art und Weise hergestellten positiven 
Platten zeigten gegeneinander eine Potentialdifferenz von héchstens 1 mV. 
Die zu diesen Akkumulatoren verwendete verdiinnte Saure war wahrend 
24 Std. bei etwa 30°C, mit dem reinen Bleisulfat geschiittelt worden; 
sodann entfernte man die Luft an der Pumpe. Dabei anderte sich die 
Saurekonzentration nicht, wie spezielle VWersuche ergaben. Schliesslich 
brachten wir auf die Saure im Akkumulator eine diinne Schicht Paraffindl 
(O) und schlossen das Ganze mittelst des Hartgummideckels £, welcher 
an einigen Stellen Lécher besass. Diese wurden von den Elektroden durch- 
setzt und gestatteten dem Oel der Druckbombe den Durchgang. 


2. Die verwendeten Druck- und Messapparate. 


Die E.M.K. unserer Akkumulatoren bestimmten wir nach dem 
POGGENDORFFschen Kompensationsverfahren. Den Druck, welcher sich 
mittels einer Druckwage messen und automatisch regulieren liess, (bis auf 
etwa 1 Promille) erzeugten wir mittels des Druckautomaten, den wir 
friiher mehrfach beschrieben haben. Derselbe gestattete den Druck bis 
1500 Atmosph4aren zu erhdhen. Die Temperatur liess sich, wie ebenfalls 
frither bereits beschrieben 1), bis auf etwa ein Hundertstel Grad konstant 
erhalten. Dieselbe war bei samtlichen Versuchen 0°.00 C, 


3. Ausfiihrung der Versuche und Ergebnisse. 


Wir untersuchten fiinf Akkumulatoren, welche wir in der oben beschrie- 
benen Weise hergestellt hatten. Jeder fiir sich wurde in die Druckbombe 
eingefiihrt, sodann erfolgte sowohl bei steigendem wie bei fallendem Druck 
die Messung der E.M.K. Es dauerte mehrere Stunden bevor dieselbe 
konstant wurde, d.h. also bevor sich das Temperatur- und Druckgleich- 
gewicht eingestellt hatte. Nachdem wir die E.M.K. bei verschiedenen 
Drucken ermittelt hatten, brachten wir den Druck wieder auf 1 Atm. 
zuriick, um festzustellen, ob die vorher bei diesem Drucke gefundene 
E.M.K. wieder dieselbe geworden war. Wie die Tabelle 2 zeigt, war dies 
tatsachlich der Fall. 


1) Vergleiche iiber die elektrischen Messungen, die Druckerzeugung, und deren 
Messung, die Temperaturregulierung u.s.w. ERNST COHEN und W. SCHUT, Piezochemie 
kondensierter Systeme, Leipzig 1919. Auch Piezochemische Studien von ERNST COHEN 
und Mitarbeitern in Z, physik. Chem. 67 bis inkl. (A) 170 (1909—1934). Vergl. auch 
die Literatur in der Fussnote 1, Seite 837 oben. 
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WAN SALLE, 2) 


E.M.K. von Bleiakkumulatoren (H2SO4 27.30 Proz.) bei 0°.00 C und verschiedenen Drucken. 


Feit Druk in EMK. rae Druck in | E.M.K. 

Atm. in Volt Atm. in Volt 
tn 

10.30 1 2.04022 16.25 1000 2.03816 

10 45 2.04023 16 35 2.03819 

11 0 2.04022 16 45 2.03824 

WE S353 2.04023 Moy Sys) Da0S825 

13R50 2.04023 75 2.03824 
500 NS; 2.03826 

ae 5} 2.03891 500 

ee WS 2.03872 19 45 2.03901 

ils: BS} 2.03878 19 55 2.03899 

ie 335) 2.03884 2) 5 2.03900 

ee S65 2.03888 20 15 2.03900 

Gy BS) 2.03890 20 25 2.03900 

NS 2.03892 

Ty 1 2.03893 Am nachsten 

15 35 2003ke4 Il “Wage I 

15945 2.02894 | il © 2.04024 
1000 11 20 2.04024 

15e55 2.03823 iD) 2@ 2.04024 

16 5 2.03811 

16 15 2.03811 


Tabelle 3 enthalt das Ergebnis der Bestimmung des Druckkoeffizienten 
dex E.ViLK> bet,0°.00'C. 


TABELLE 3: 


Druckkoeffizient der E.M.K. von Bleiakkumulatoren 
(H,SO4 27.30 Proz.) bei 0°.00 C. 


ne S< 106 Volt/Atm. 
dp 


Bei fallendem Drucke 


Bei steigendem Drucke 


179 3.09 
ED Eos 
=3.38 ll 
Bie 22 | 3997 
—2.98 | ==3502 


Er ergibt hier als Mittelwert samtlicher Bestimmungen: 


& = 3.0720 10-° = 0,038 10-8 ata: 
dp p=1 Atm. T=0.°00 C 
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wahrend wir fiir 


te - | den Wert — 3.09 X 10-° + 0.031 & 107-6 Y"/arm. 
nF Si ee 

fanden. Die Ulebereinstimmung ist eine sehr befriedigende, da AV 
entstanden ist aus der Differenz von zwei grossen Zahlenwerten, welche 
jeder fiir sich um viele Male grésser sind, als AV selbst. 

Wir glauben auf Grund dieser Ergebnisse den Schluss ziehenzudiirfen, 
dass die GLADSTONE-TRiBEsche Theorie den Tatbestand innerhalb der 
Versuchsfehler beschreibt. 

Nachdem unsere hier beschriebene Untersuchung abgeschlossen war, 
(Ende 1937), erschien eine Arbeit von ERNESTO DENINA und MARIO 
FOoRNASERI!), in welcher sie auf véllig anderem Wege zu demselben 
Schluss gelangten. Mittels hydrostatischer Wagung der Akkumulator- 
platten wahrend des Betriebes fanden sie, ,,dass die charakteristischen 
(reversiblen) Grundreaktionen der Elektroden, die den Bleiakkumulator 
bilden, sicherlich die von der Theorie der Doppelsulfatisierung behaupteten 
sind”. 


Zusammenfassung. 


Es wurde auf piezodynamischem Wege nachgewiesen, dass der (rever- 
sible) Mechanismus des Bleiakkumulators von der GLADSTONE—T RIBEschen 
Sulfattheorie innerhalb der Versuchsfehler beschrieben wird. 


VAN ‘T HoFF-Laboratorium. 
Utrecht, Nov. 1937—Okt. 1939, 


1) Z. Elektrochem, 45, 329 (1939). 


Comparative Physiology. Die Leistungen und die feine Struktur der 
glatten Hohlmuskeln bei Metridium senile L. Von H. J. JoRDAN und 
P. J. Kipp, (Aus dem Institut fiir vergleichende Physiologie der 
Universitat Utrecht). 


(Communicated at the meeting of October 28, 1939.) 


Im Gegensatz zu den vorwiegend elastischen quergestreiften Muskeln 
sind glatte Hohlmuskeln in der Ruhe plastisch. Wahrend der Kontraktion 
verandert sich ihre Struktur, um mehr oder weniger elastisch zu werden. 
Aber auch in der Ruhe kann der Plastizitatsgrad d.h. die Zahigkeit ver- 
schieden sein. Dies zeigt sich bei Dehnungsversuchen; ausserdem ist je 
nach diesem Zahigkeitsgrad das Verhalten des Muskels, wenn man ihn 
reizt, ein anderes. War er sehr ,,tonisch’’ (zahe), so wird er auch wahrend 
der Verkiirzung plastische Eigenschaften beibehalten, d.h. er wird sich in 
geringerem Masse verkiirzen und alle Prozesse, welche die Verkiirzung 
beherrschen, werden trager verlaufen als beim weniger plastischen Muskel. 
Auf dem Kymographion sind beim plastischen Muskel die Ausschlage 
weniger hoch und viel weniger steil als beim Muskel, der auch in der 
Ruhe, bei Dehnung durch Gewicht sehr formveranderlich ist. Die genannten 
Unterschiede betreffen einmal Muskeln verschiedener Tierarten. Die 
Muskelfasern des Mauerblattes von Metridium senile L. (M. dianthus) 
sind wesentlich langsamer oder ,,tonischer”’ als z.B. der Fuss von Helix 
pomatia. Dies steht in Beziehung zu ihrer Funktion. Weiterhin aber kann 
auch ein und derselbe Muskel je nach Umstanden, die wir noch nicht 
beherrschen, in mehr oder in weniger ausgesprochenem tonischem Zustande 
verkehren, was sich immer durch den Grad seiner Zahigkeit bei passiver 
Deformierung, sowie dadurch zu erkennen gibt, dass er in einem Falle dem 
langsamen, im andern Falle dem schneilen Kontraktionstypus angehdrt. 
Langsamer und schneller Kontraktionstypus hangen vom veranderlichen 
,,Strukturgrad” des Muskels ab, ein Strukturgrad, der zwischen demjenigen 
von nicht vulkanisiertem, mehr oder weniger plastiziertem, und von vul- 
kanisiertem Kautschuk schwankt. Wenn der Muskel in seinem Verhalten 
bei aktiven und passiven Formveranderungen plastischem Kautschuk ent- 
spricht, so sprechen wir von ,,niederem Strukturgrad”. Verhalt er sich 
dahingegen eher wie vulkanisierter Kautschuk, so verkehrt er in ,hohem 
Strukturgrad”’. 

Was berechtigt uns dazu diese Einteilung zu verwenden? Im niederen 
Strukturgrade sind die elastischen, d.h. beim Muskel kontraktilen Teilchen 
weder fest miteinander verbunden, noch sind sie parallel zu einander und 
zur Achse der Muskelzelle geordnet. Dies ergibt sich aus dem Folgenden. 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 56 
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1, Eine Verbindung zwischen den Teilchen fehlt, denn bei passiver 
Dehnung tritt bald Fliessen auf, wobei die Teilchen ihre gegenseitige 
Lagebeziehung verandern und durch diese ,,Relaxation” bei Entlastung 
nur unvollkommene Wiederverkiirzung, ,,recovery’’, zeigen. Die Aenderung 
innerer Lagebeziehungen bedeutet grossen inneren Widerstand, so dass 
die Wiederverkiirzung, wegen der Ueberwindung dieses Widerstan- 
des, trage verlauft. Wenn man durch Verwendung hoher Belastung 
schnelle Deformierung erzwingt, so tritt im Hohlmuskel und in plastischem 
Kautschuk Stauung auf, die den inneren Widerstand steigert, die aber 
nach Entfernung der Last, durch ,,Abfluss’”’, normaler Dehnbarkeit wieder 
Platz macht. Wir haben allen Grund anzunehmen, dass dieser ,,Schnee- 
pflugeffekt’” in seinem Wesen iibereinstimmt mit den von OSBORNE 
REYNOLDS beschriebenen ,,dilatancy”’ in konzentrierten Suspensionen fester 
Stoffe (siehe FREUNDLICH-RODER). Voraussetzung fiir ,,dilatancy’’ ist, wie 
H. FREUNDLICH mit seinem Mitarbeiter H. C. RODER gezeigt hat, dass 
die Teilchen nicht miteinander zu irgend welchen Feststrukturen ver- 
bunden sind. 

Wir schliessen aus alledem, dass der niedere Strukturgrad darauf beruht, 
dass dem Muskel jegliche Feststruktur fehlt. Auf dem inneren Widerstand, 
den die Muskelfaser als Fliissigkeit jeder Deformierung bietet, beruht der 
sogenannte Tonus der Hohlmuskeln. 

2. Dass es den plastischen Muskeln auch an Ordnung der Teilchen 
durch Gleichrichtung fehlt, kann man wie folgt wahrscheinlich machen. 
Wenn man namlich Streifen von plastischem Kautschuk ausgiebig dehnt, 
tritt erwiesenermassen Gleichrichtung der Teilchen in der Zugrichtung 
auf. Dann aber machen sich intermolekulare Krafte durch sogenannte Ver- 
festigung geltend. Daher schliesst offenbar plastische Nachgiebigkeit 
gegen Deformierung, Ordnung der Teilchen aus. 

Ausgiebige Dehnung verursacht auch beim Helixfusse ,,Verfestigung” 
und offenbar entsprechende Ordnung, daher in der Ruhe solche Parallel- 
ordnung den Hohlmuskeln fehlen diirfte. 

Hoher Strukturgrad offenbart sich dahingegen in Festigkeit und Ord- 
nung der Teilchen. Die Muskelzelle arbeitet in diesem Zustand als ein 
Ganzes, ohne inneren Bremswiderstand, wie ja auch vulkanisierter Kaut- 
schuk keinerlei Tragheit seiner Bewegungen zeigt (vgl. Figur 2): Energie- 
verluste durch Relaxation und einander Entgegenarbeiten der Molekiile 
auf Grund fehlender Ordnung beeintrachtigen die Verkiirzungsprozesse 
nach Vulkanisierung nicht mehr. 

Es war unsere Aufgabe neue Argumente zu Gunsten dieser Auffassung 
zu gewinnen. Der Strukturgrad der Muskeln im Mauerblatt von Metridium 
ist schon an sich grossen Schwankungen unterworfen, Ausserdem ist es 
leicht die innere Festigkeit, soweit sie sich durch Widerstand gegen 
Deformierung Aussert, experimentell zu erhdhen, ohne dass zugleich 
der Ordnungsgrad der Teilchen erhéht wird. Hierfiir kommt niedere 
Temperatur und Belastung (,,Schneepflugeffekt’) zur Verwendung. 
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Die Ergebnisse, die wir nunmehr mitteilen wollen, bestatigen das 
Gesagte: Widerstandserhéhung erhoht nur den tonischen Widerstand und 
lasst die Eigenschaften des niederen Strukturgrades deutlicher in die 
Erscheinung treten. Wenn aber der Muskel an und fiir sich schon in 
héherem Strukturgrade verkehrt, dann kénnen seine, dieser Struktur ent- 
sprechenden Leistungen durch niedere Tempevatur, (also durch Erhéhung 
der Gesamtviskositat) wesentlich verbessert werden. Die Teilchen sind 
dann offenbar schon geordnet und einigermassen miteinander verbunden, 
der Zwang um im Einklang miteinander zu arbeiten wird dann durch 
weitere Verfestigung erhoht. 


I. Der innere Widerstand plastischer Systeme. 


1. Restspannung nach Kontraktion des schnellen und des langsamen 
Muskeltypus. Wie wir schon besprachen, gibt beim Metridiummuskel ein 
stark tonisches Exemplar niedrigere und tragere Kontraktionen als ein 
weniger tonisches. 

Die langsame Gestaltveranderung bei Kreszente und Dekreszente des 
langsamen oder niederen Typus kann zwei Ursachen haben: Verzégerung 
der Kontraktions- und der Erschlaffungsprozesse, oder aber Hemmung 
der Gestaltveranderung des Muskels durch plastischen Widerstand. 

Um dies zu entscheiden bestimmen wir beim schnellen und beim lang- 
samen Typus, durch Entlastung unmittelbar nach Erreichung des Gipfels, 
den Grad der darauf stets folgenden Weiterverkiirzung (Figur 1, 
Tabelle 1). Sie ist eine Folge der Restspannung im Muskel, soweit diese 
die geringe Restlast, nicht aber die volle Last (z.B. 5g) zu heben vermag. 

Je héher nun die Verkiirzung vor der Entlastung war, desto geringer 
ist die weitere Verkiirzung durch Restspannung nach Entfernung von 
4 g, also Entlastung auf 1 g. Beim langsamen Kontraktionstypus bleibt 
nach Erreichung des Gipfels also die grésste Restspannung iibrig. 

Geringe Spannungsentwicklung kann also nicht die (einzige) Ursache 
geringer Kontraktionshéhe bei diesem Typus sein. Beim schnellen Typus 
war die Spannung noch gerade gross genug, um die Last von 1 g um 2 mm 
zu heben. Bei der Kontraktion geringer 1éhe des gleichen Muskels blieb 
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Fig. 1. Die Restspannung nach Kontraktionen mit hohem (links) und niederem 

(rechts) Strukturgrade. Am Kontraktionsgipfel wurde die Last von 5 g bis auf 
1 g entfernt. 
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TABEW WE mk 
Die Restspannung nach Kontraktionen mit verschiedenem Strukturgrade. 


=F 
Dauer der Gipfelpause | Verkiirzungshdhe | auf dem Gipfel in 0/) der Verkirzung. 


er eS 


1.5 min, | 49 mm 22 Yq 
OfSmae | 22a, 50 %/o 
60g. Gt 200 9/o 
DO: | WO 140 % 
4508 Stans 29 %p 
oes 35 es | 45 0/ 
OFS. Lise | 45 0/, 


eine Spannung iibrig, die das namliche Gewicht um mehr als 1 cm hob. 
Diese Spannung war aber nicht imstande die 5 g, die vor der Entlastung 
getragen wurden, hdher als 6 mm iiber die Abzisse zu heben. Im lang- 
samen Muskel kann die Spannung sich durch Kontraktion nur in ge- 
ringerem Grade auswirken, als im schnellen Muskel, bei gleichem aussern 
Widerstand. Es fehlt daher dem langsamen Typus nicht an Spannung, 
sondern die Spannung wird durch inneren Widerstand verhindert sich in 
gleichem Masse durch Verkiirzung auszuwirken als im schnellen Typus. 


fs erhebt sich nun die Frage, welcher Art dieser innere Widerstand 
ist. Frithere Versuche an Helix- und Metridiummuskeln, unter Verwen- 
dung des ,,Schneepflugeffektes” als Methode, haben gezeigt, dass die 
innere Bremsung dadurch verursacht wird, dass die beweglichen, an sich 
elastischen Elemente, nur unter Verschiebung der sie umgebenden plasti- 
schen Substanz ihre Form veranderen kénnen. 

2. Versuche mit Kautschuk. 

Diesen Bremswiderstand kann man nun auch bei Deformierung von 
Kautschuk erhalten (Abb. 2). Bei 60 Minuten lang plastizierten, nicht 


78°C 


Cena 


ormnin. h 7 2 


T 


Fig. 2. Langenanderung bei vulkanisiertem (a) und 60 Min. plastiziertem (b) 
Kautschuk, wenn die Grésse der Last plétzlich geandert wird. 


vulkanisierten Kautschukstreifen (F. L. crépe 381) verlaufen alle Langen- 
anderungen langsam; die Wiederverkiirzung ist, wegen der Relaxation 
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(Teilchenverschiebung!) unvollstandig. Bei vulkanisiertem Kautschuk ver- 
lauft Dehnung durch Gewicht und Wiederverkiirzung nach Entlastung 
dagegen sehr schnell (senkrechte Linie auf langsam sich drehendem 
Kymographion). Der Strukturierungsprozess, der bei Vulkanisierung des 
Kautschuks (und bei Reizung des Muskels) auftritt, macht daher derartige 
Stoffe fester und vermindert zu gleicher Zeit stark den inneren Wider- 
stand gegen Deformation. Offenbar sind die beweglichen elastischen Teile 
dadurch, dass sie bei héherem Strukturgrad fest miteinander verbunden 
sind, gezwungen, harmonisch zusammenzuarbeiten, so dass schliesslich der 
innere Widerstand auf ein Minimum herabsinkt. Hierzu muss die Ver- 
festigung so weit gehen, dass Teilchenverschiebungen unméglich werden 
und das Ganze sich wie ein einziges System deformiert. Unvollstandige 
Verfestigung, wobei lediglich die Zwischensubstanz, welche im plastischen 
Zustand die elastischen Elemente miteinander verbindet, zaher wird, macht 
den inneren Widerstand nur grésser, was sich aus den folgenden Ver- 
suchen ergibt. 


I]. Der Einfluss der Temperatur auf die Kontraktion des Metridium- 
muskels mit hohem und mit niederem Strukturgrad. 


1. Bekanntlich beeinflusst Temperatur die Verkiirzung eines Muskels 
im Allgemeinen so, dass die Kontraktion mit steigender Temperatur bis zu 
einem Optimum hoher und schneller wird. Sowohl Kontraktions- als 
Restitutionsprozess (Erschlaffung) wird durch héhere Temperatur be- 
schleunigt. Entgegen dieser Regel findet man beim Metridiummuskel ein 
durchaus paradoxales Verhalten. Es wurden zahlreiche Reizversuche aus- 
gefiihrt, hauptsachlich in zwei Temperaturgebieten, innerhalb deren die 
Temperatur reichlich variiert wurde, namlich bei ,,niederen”” Temperaturen 
(zwischen 1—8° C.) und bei Zimmertemperatur (zwischen 10—20° C.). 
Versuche mit héheren Temperaturen sollen hier unbesprochen bleiben, da 
wir den Bereich oberhalb des Temperaturoptimums von unserer Be- 
sprechung ausschliessen wollen. In manchen Fallen ergab sich nun, dass 
bei niederen Temperaturen die Verkiirzung auch des Metridiummuskels 
geringer sein kann als bei héheren. In vielen Fallen ist sie aber ebenso 
hoch, und in einer immerhin noch recht grossen Anzahl von Fallen, 
wesentlich héher als bei ,,Zimmertemperatur’”’. 

Das Resultat von 31 Versuchen bei 19 verschiedenen Exemplaren von 
Metridium war wie folgt (Figur 3, Tabelle 2). 

Kontraktion bei Kalte niedriger, Kreszente weniger steil als bei Zim- 
mertemperatur 9, 

Kontraktion bei Kalte eben so hoch, Kreszente weniger steil als bei 
Zimmertemperatur 12. 

Kontraktion bei Kalte etwas héher, Kreszente eben so steil wie bei 
Zimmertemperatur 5. 

Kontraktion bei Kalte viel hoher, Kreszente eben so steil wie bei Zim- 


mertemperatur 5. 
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TABEL WE 2: 
Der Einfluss der Kalte auf die Kontraktionshohe von drei verschiedenen Muskeln. 
a. Bei niederer Temperatur sind die Kontraktionen niedriger 


bans - + a 55 . ebenso hoch 
Cee = . Pe rs hoher, 
als bei Zimmertemperatur. 
a b. Cc 
oe Kontraktions- oe | Kontraktions- Tem | Kontraktions- 
ae hohe | hohe ee hohe 
16° 50 mm 162 33 mm Pie 34 mm 
Sommer Eye eh AD eae 
540) oy 29 4 43 
6° {i 2° We) 7° | 60 
265, | 330 4 91 
Vee oe | 82 
Be RSS) oy, 
AO i 16° 47 
16° 23 
23 
20 
= 
L 
| Fig. 3. Einfluss niederer Tem- 
s peratur auf die Kontraktion von 
2 
zwei verschiedenen Miuskeln. 
5S 76 I Kleinere-, II gréssere Kontrak- 


tion bei niederer Temperatur. 


Fig. 3 I. a e ‘Temperaturparadoxon. 
re 6°C 
cm.o 7 
omin. 7 2 oJ 76 
L 
4 
a 
2 
5G. 78° 


Omin. 7 2 y, ——+__- a 
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Sehr auffallend ist, dass in Failen, in denen Kalte die Kontraktions- 
hohe steigert, die Geschwindigkeit des gesamten Prozesses durch die Kalte, 
‘ verglichen mit héheren Temperaturen, 
nicht vermindert wird! (Figur 4). Wir 


ve 
haben keinen Grund anzunehmen dass 
die chemischen Prozesse, welche die 
(of 
i Kontraktion bewirken, bei den Muskeln 


von Metridium anders verlaufen sollten 

als bei andern Muskeln. Auch bei 

jenen werden diese Prozesse bei héhe- 

ren Temperaturen schneller und aus- 

giebiger verlaufen als bei niederen 
omni 3 > 7  ‘Temperaturen. 

Fig. 4. Dekreszente bei 13° C. steiler Wie sind die vielen Falle, in denen 


als bei 19°. : : 
II: Dieselben Kurven, gezeichnet von GOS: PSU ay Ge se: 


dem gleichen Gipfelpunkte aus, 


cmo 


begiinstigt, zu erklaren? 


2. Erklarung des Temperaturparadoxon; plastische Hemmung. 


Kalte erhéht die Viskositat der Zwischensubstanz und macht offenbar 
die Verbindung zwischen den Teilchen fester. Wir nehmen an, dass in 
den Fallen, in denen bei niederen Temperaturen gleich hohe oder hdhere 
Ausschlage, in Verbindung mit gleich grosser oder etwas grésserer 
Geschwindigkeit des Bewegungsprozesses auftritt, durch diese Verfesti- 
gung ein Grenzwert iiberschritten wird, so dass der Muskel nunmehr wie 
ein Ganzes, mit geringer innerer Reibung arbeitet. Er betragt sich, als 
befinde er sich in einem hdéheren Strukturgrad als bei Zimmertemperatur, 
obwohl nur einer der Komponenten dieses Zustandes durch die Kalte 
beeinflusst wurde. Bedingung dieses Verhaltens aber ist, dass sich der 
Muskel von vorn herein in einem hdherem Strukturgrad befindet. Bei 
diesen ,,schnellen” Muskeln befinden sich die Teilchen schon in so geord- 
netem Zustand, dass schon dadurch Entgegenarbeiten und innere Reibung 
grésstenteils aufgehoben ist. Dieser Zustand wird durch gesteigerte 
Fixierung der Teilchen durch die durch Kalte gesteigerte Viskositat 
(,,bessere Vulkanisierung’) nunmehr so verbessert, dass die schadigende 
Wirkung der Kalte auf die Prozesse iiberkompensiert wird. Beim lang- 
samen Typus aber kann Kalte nur den inneren Widerstand erhohen, um 
so mehr, je niedriger die Temperatur ist und je weniger geordnet die 
Teilchen von vorn herein waren. Der eigentliche Strukturgrad wird also 
beim schnellen Typus nur scheinbar, namlich ganz einseitig, erhoht. 


3. Versuche mit plastischem Kautschuk. 

Wir haben auch beziiglich dieses Verhaltens den Metridiummuskel mit 
Kautschuk verglichen. Als Verkiirzung kann hier natiirlich nur recovery 
nach Entfernung des Gewichtes, mit dem der Kautschukstreifen (Beat: 
crépe 381) langere Zeit gedehnt worden war, in Frage kommen. Zur 
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Erzielung von Strukturgraden, die denen des Muskels vergleichbar sind, 
verglichen wir plastischen Kautschuk nach Plastizierung von 15 Minuten 
(hdéherer Strukturgrad) mit einem solchen Kautschuk, der 30—60 Minuten 
lang plastiziert worden war (Fig. 5). Bei héherem Strukturgrad verlauft die 
Recoverykurve bei 16° wesentlich steiler als bei 45° (vAN ROSSEM und 


40 


omin. 20 40 60 80 700 120 140 i 


Fig. 5. Geschwindigkeit bei verschiedenen Temperaturen der ,,recovery’ von 

Kautschuk nach Entlastung. Temperaturparadoxon. Ordinaten: Recovery in %. 

I. Kautschuk 15 Min. plastiziert (nach VAN ROSSEM—VAN DER MEYDEN). 
II. Kautschuk 60 Min. plastiziert (nach VROMAN). 


VAN DER MEYDEN) obwohl auch hier der plastische Widerstand bei 
niederer Temperatur grésser sein muss. Bei niederem Strukturgrad 
(L. Vroman, Laboratorium voor vergelijkende Physiologie, Utrecht) ver- 
lauft die namliche Kurve bei 50° steiler als bei 18°. Allerdings steigt die 
Recoverykurve bei niederen Temperaturen stets hdher als bei hohen, weil 
die Relaxation durch Kalte sehr vermindert wird. 


II. Strukturgrad und Last. 


Wir wussten, dass Last die Struktur im Muskel und in plastischem 
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Kautschuk verandert; denn ,,Schneepflugeffekt’” beruht ja auf Verande- 
rung der Lagebeziehung der Teilchen durch Stauung. Weiterhin wussten 
wir durch das ,,Paradoxon der Kreszente’’ (JORDAN), dass im Laufe der 
Kreszente héheres Gewicht eine ahnliche Strukturveranderung hervorruft, 
durch welche die Dekreszente wesentlich weniger steil wird, als nach 
Hebung geringerer Last. 

Es ergab sich nunmehr, dass dieser Einfluss der Last stets Erniedrigung 
des Strukturgrades bedeutet. Last hat daher analoge Wirkung wie Kalte 
auf langsame Muskeln. Ein schneller Muskel, wie der Helixfuss, lasst 
sich, vermutlich wegen des hohen Strukturgrades, den er wahrend der 
Verkiirzung annimmt, durch die gehobene Last entfernt nicht in dem 
Ausmasse beeinflussen, wie der Metridiummuskel, vor allen Dingen, wenn 
dieser sich in langsamer, tonischer Form verkiirzt. 

Fin Muskel von Metridium, der mit 2 g belastet Ausschlage von 49; 
44; 50 mm gibt, erreicht bei einer Belastung mit 10 g bei gleicher Reizung 
lediglich 11; 18; 10 mm Héhe auf dem Kymographion. 

Beim Helixfuss ergaben sich folgende Zahlen: Last 2 g, Ausschlaghéhe: 
21; 20; 19 mm. Last 7 g, Ausschlaghdhe: 21; 20; 18 mm. 

Kurz, bei Metridium nimmt nicht nur die Ausschlaghéhe mit der ge- 
hobenen Last stark ab, sondern auch die Steilheid der Dekreszente. Nach 
dem Heben grosserer Last betragt sich der Muskel also, als befinde er sich 
in niederem Strukturgrad. 

Den Einfluss der Last kann man weiterhin dadurch analysieren, dass 
man wahrend der Kreszente je in einem Falle, neben einer Grundlast, Extra- 
last anhangt und sodann die Dekreszente vergleicht mit der Dekreszente 
des gleichen Muskels, der wahrend der gesamten Kreszente nur die 
Grundlast trug und erst am Kontraktionsgipfel extra belastet wurde. 

Variiert wurde die Zeit und die Lage der Strecke mit Extralast zwischen 
Abszisse und Gipfel der Kontraktion. Je langer wahrend der Kreszente 
die Extralast getragen wurde, desto weniger steil war die Dekreszente 
(Fig. 6). Es ist aber gleichgiiltig, wahrend welchen Teiles der Kreszente 


Orn 7 2 J oO 7 


Fig. 6. Extra Belastung auf verschiedenen Héhen der Kreszente (wahrend der 
Dekreszente wird in allen Fallen die gleiche Last getragen). II. Dekreszenten der 
Kurven I, gezeichnet von demselben Gipfelpunkte aus. 
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(Anfang oder Ende) das Extragewicht getragen wurde; der Effekt auf 
die Steilheit der Dekreszente, d.h. auf Strukturerniedrigung, hangt nur von 
der Lange der Strecke ab, wahrend welcher das Extragewicht gewirkt hat. 
Wenn man aber die Last erst nach dem Erreichen des Kontraktionsgipfels 
erhoht, dann verursacht sie eine steilere Dekreszente als bei Anwendung 
konstanter Grundlast (Fig. 6a). 


IV. Das Vermégen des Hohlmuskels Last zu heben und sein Ver- 
mogen sie zu tragen. 

Das Vermégen mit grosser Arbeitsleistung zu heben setzt Ordnung 
oder Struktur voraus. Das Vermégen zu tragen dahingegen ist bei 
niederem Strukturgrad am gréssten, soweit es sich um jenes 6konomische 
Tragen handelt, welches wir bei den glatten Hohlmuskeln ,,Tonus” nennen, 
und nicht um Dauertetanus. Der Strukturierungsprozess.setzt bei den 
glatten Hohlmuskeln nach der Erregung ein. Die Wirksamkeit des Mus- 
kels beim Heben von Lasten hangt von der Ausgiebigkeit und Geschwin- 
digkeit dieser Strukturbildung ab. Die Strukturierung des gesunden 
Helixfusses ist von der Héhe der Last, wie gesagt, innerhalb biologischer 
Grenzen ziemlich unabhangig. Bei Metridium erzeugt die Last tonischen 
Widerstand unter St6érung des Kontraktionsprozesses. Dies passt zur 
biologischen Funktion dieser Muskeln, die keine grosse Arbeit zu leisten 
haben, dahingegen einen bestimmten Verkiirzungsgrad gegen den Druck, 
den die Verkiirzung selbst verursachte, festhalten miissen. Der niedere 
Strukturgrad, durch den der Metridiummuskel ausgezeichnet ist, ist fiir 
seine Funktion notwendig. 
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Mathematics. — Sur quelques fonctions arithmétiques élémentaires. 
Par J. G. VAN DER CorPUuT. 


(Communicated at the meeting of October 28, 1939.) 


Je me propose de déduire, d'une maniére élémentaire et sans utiliser 
la théorie des nombres premiers, une valeur approximative de la 


somme  f(n) étendue aux nombres naturels n= X, ot la fonction f(n), 
n=X 


définie pour tout nombre naturel n, est indépendant de X et remplit 
certaines conditions générales. Dans cet article X désigne un nombre 
qui croit indéfiniment et je désignerai log X par x. Les fonctions 
fg, a et b, figurant dans cet article, ne dépendent pas de X. Je dirai 
gue f(n) posséde la propriété multiplicative si elle ne s’annule pas 
pour chaque nombre naturel n et si elle vérifie la relation 


F(u) F(v) = Flue) 


pour chaque couple de nombres naturels u et v qui sont premiers entre 
eux. Dans ce cas on a f(1) =1. Un des mes résultats sera la 


Proposition 1: Si f(n) posséde la propriété multiplicative et s'il 
existe un nombre naturel i tel que la fonction 


a=fe)—( 7 fle) +( 3 ) Ale —..- 2 ye. W 


(o =1) posséde la propriété que le produit 


Bidar pe ean) 
converge, on a 
Kx & Fel gy a 
Bi 
me 1 ee, 9 (e") n ) | 


Cette proposition contient le résultat suivant. 
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Proposition 2: Si f(n) posséde la propriété multiplicative et si f(p*) 
est pour tout nombre premier p et pour chaque nombre naturel o égal 
a un nombre w(o) indépendant de p tel que w(1) soit égal a un nombre 


naturel 4 et quon ait 
ilo) == Ke 2e OG (o==1), 


K désignant un nombre convenable indépendant de o, la relation (3) 
vaut avec 


p=u\(1— = (1 +e + ele 


P 


En effet, si l’on définit g(p°) par (1), on a 


j 


gte)=wle)—(j Jwsiri= 


et pour chaque entier 0 >4 


1 


‘VS ne eee i a’) 
ONE A clipe | ; 
donc 
IGA?) a= Ky 2 er, 


K, désignant un nombre convenable indépendant de o et de p. La 
derniére inégalité vaut aussi pour 90 —1,2,...,4, si l'on choisit K, 
convenablement, de sorte que le produit figurant dans (2) converge. 

La fonction t,,(n), désignant le nombre de maniéres d’écrire n comme 
le produit de w nombres naturels, posséde la propriété multiplicative; 
en effet, a chaque couple de décompositions des nombres 


UES UR Uy oa thay Te OS] Op. 6 o Oe 


(u et v sont premiers entre eux) correspond une et une seule décompo- 
sition de 


U0 "(0 4) (Uy Uy) eee te Deals 


parce que u,(o—1,...,w) est le plus grand commun diviseur de u et 
u;v-. En outre nous savons que 1.,(p°) est pour tout nombre premier p 
et pour tout nombre naturel 0 égal au nombre de maniéres d’écrire 


a) 


p° sous la forme 


2,) 


Po ==. Pp ae Dae 


cest-a-dire 1,(p°) est le nombre de systémes formés par w entiers —0 
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dont la somme vaut 9. On a donc 


Tape) = (‘ oe ) (0 = 1) et t, (p) =a. 


oO 


= 


La proposition 2, appliquée avec 


nous fournit la 


Proposition 3: Si w et | désignent des nombres naturels, on a 


Pp 
i 
pie a>. ce Lye 
ou 
f ~ aay WE eal 
Same Vy A ) 4 ( aan | 
oH P. pa et 


Comme P est positif, la somme 


posséde l'ordre de grandeur exact de Xx”, 
Dans son article: Estimation of certain sums containing primes, 
M. VINOGRADOW') a écrit par erreur que & 12(n) est tout au plus de 


n=X 

lordre Xx°, ce qui n’est pas juste, lasomme possédant l’ordre de grandeur 
de X x*®. Dans l’assertion du lemme correspondant de M. VINOGRADOW 
(le lemme 4) il faut remplacer «+ par w?. Je reviens a ce lemme dans 
un article que je publie en méme temps dans ces Proceedings sous le 
titre: Sur un lemme de M. VINOGRADOW. 

Passons maintenant aux démonstrations. 

x 


oe) n 
Lemme 1: Si la série g (n) est convergente, on a 
n 


n=1 


Démonstration: Sons nuire a la généralité nous pouvons supposer 


X entier. Si nous posons 


a, md 7 , 


h n 


s— 34% (n) 


n 


1) Bulletin de l'Académie des Sciences de !'URSS, Classe des Sciences mathématiques 
et naturelles (1938), p. 399—416, en russe avec un résumé anglais; voir p. 406. 
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nous avons g (h) = (S;—Sh+1) A, donc 
x ay 
PE g (h) ae OS, (Si, S41) h 
A h=1 
x Kei 
= 


h=1 


> 


x 
=— X Sxiit 2 Sh, 


h=1 


d’ou suit l’assertion en vertu de S,—0. 


Lemme 2: Si 
aN Ghar ae wey (a1) 


r= X 


est borné, ot a est positif et indépendant de X, l'expression 


n= xX n 


est bornée également. 


Démonstration: Si nous posons 
h 
SS nips Sa") 


n=1 


et si X est entier, la somme 


x x x xX—1 
py ae ee 
n= n n= n n==1 n Tal n+ 1 
4 Se 
ea a oes 1) 


ou K, et K; désignent des nombres convenables indépendants de X. 


Lemme 3: Si a et 8 sont positifs, la somme 


S= 2 (log(u+1))— (log (0-1), 


uvX 


étendue aux couples de nombres naturels u et v avec uv =X. posséde 
la propriété 
Xen! xia Ss ats D(a) I'(6) 3 
P(a-+ B) 
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Démonstration: On a 


+ ae DS DX xa Ne! 
SS I eo arcs ( peta ly wel 
gas )) ae of : MG a 1 | 
par conséquent 
AG x Ve 
>> ee a = x 
car Pole, Ji lea (w4-1)) [es "+ 1 | 
x ; 
= (X+0(X)) [ (log u)'-° ee a ae 
u 
a ; 5 
=(X+0(X)) | v*—! (x— v)?—! dv 
0 
_ a I'(p) 
=(X+0(X)) ete LIVE) 
u (a+) 
Proposition 4: Si la série 
Wee g (n) 
pa n 
converge absolument et si l'on pose 
Fe) =F gd), 
on a 
ASS fin). 
nX 
Démonstration: On a 
Sa= 2 2 9(d)— 2 gia) 2 i 
nx 2S d/n os Soe 
n — 0(mod. d) 


Le dernier terme est en valeur absolue 


= z |g(d)| 


x 


et cette expression, divisée par X, tend vers zéro d’aprés le lemme 1. 
Ainsi la proposition est démontrée. 


864 


Proposition 5: Supposons 


A 
ee . (5) 
: pre l(a) 
et 
By 
x3 3 bn)oae, (6) 
ai Z 2m in) i (8) 


ou A, B, a et B ne dépendent pas de X et ou a ei / sont positifs; 
supposons en outre que le membre de gauche de (5) reste borné si l'on 
remplace a(n) par sa valeur absolue. 

Sous ces conditions la fonction 


posséde la propriété 


AB 
Ee ee eer 
Démonstration: On a 
2 cin) = 2 ¥ aldo(7)= = alu) b() 
= 2 u v= p v al 
S (log to + 1) 2a(e)— (log ut yee (7) 
+ PB) = aS . me \ 
+ gry 2 Meg e+ DIA (log (+ 1) 


Dans le membre de droite le premier terme vaut 
4 ‘ 1 ; 


si f est = 1, ce résultat suit du lemme 2, appliqué avec g(n)=|a(n)|; 
si / est <1, on obtient le résultat d’une maniére analogue. De la méme 
maniére on trouve que l’expression figurant dans (7) est également égale a 


o(X x**+*—1) de sorte que l'assertion suit du lemme 3. 


Proposition 6: Si g(n) et h(n) possédent la propriété multiplicative, 
la fonction 


posséde également cette propriété 
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Démonstration: Si u et v sont des nombres naturels qui sont 
premiers entre eux, on a 


Ould da da”. 


Démonstration de la proposition 1: 
Traitons d'abord le cas particulier 41. II suit de (1) 


Apo) == (2) — fp) (e =), 


par conséquent 


D’aprés la proposition 6 (appliquée avec h(n)—1) on a donc pour 
chaque nombre naturel 


si la fonction g(n) est définie de telle fagon qu'elle posséde la propriété 
multiplicative. La série 


lo(n)| 97S), Io @)l | ig (e*)| oe 


1 n P ( Pp p \ 


a 
ll Ms 


converge d’aprés l’hypothése, de sorte que le cas particulier 4—1 suit 
de la proposition 4. 

Supposons maintenant que / soit =2 et que la proposition | soit déja 
démontrée avec 4—1 au lieu de 4. 

Pour chaque s>1 on a en vertu de (1) 


g(p) , g (e’) = ie f(p) , Fle’) ). 
as Ste ze +..=(1 2) eeerranis 


Si nous definissons la fonction b(n) par la propriété multiplicative et par 


2 ye ( ’) 
14H, (4-8) (4 lO) 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 57 
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la proposition, qui est a démontrer, appliquée avec 4—1 au lieu de 4, 
nous apprend 


Sy 74 ats § 
PEALE: Pel NR? yim pag 


par conséquent 


f(p?\ ==) 42 Bip) eb (p*) = bid); 


donc d’aprés la proposition 6 


et la proposition 5, appliquée avec 
ih) aA eee ——oe| 


donne l'assertion du théoréme 1. 


Mathematics. — Sur un lemme de M. VinoGRapow. Par J. G. VAN 
DER CORPUT. 


(Communicated at the meeting of October 28, 1939.) 


M. VINOGRADOW') a trouvé une borne supérieure pour la valeur 
absolue d'une somme S de la forme 


Ne NES Pec eee ee GL) 


dans cette somme m désigne un nombre naturel, e (u) = e?7'", 
f(u)y=taw+fu (axetepercels)\i ss 82. «ss (2) 
et la somme est étendue aux couples d'ertiers x et y vérifiant les inégalités 


Yo<y=Y,, ey, 


(3) 
=y,<y,=N e N=35 


—" 


Considérons la somme plus générale 


Sn =F 0 (y) Fy (x) e (mE (xy)); 


m désigne un nombre naturel, f(u) est défini par (2) et la somme double 
est étendue aux couples d’entiers x et y tels que les points 4a coordonnées 
x et y appartiennent a un ensemble donné E situé dans le rectangle 
lxj=A, |y|=B ot A et B sont 22. Si E contient deux points 
différents (x, yo) et (x,y,) je supposerai que F contient tous les points 
(x, y) pour lesquels y est entier et situé entre yp et y;. Supposons en 
outre que w(x) soit défini pour chaque entier x avec |x|=A, que w(y) 


soit défini pour chaque entier y avec |y|=B et qu'on ait 


= |y(x)PSAY?:; S |o(x)P=BQ? . . A) 
[aje= A [gl==2 
eet som 0), 
ee Se etre lees Scout ae 7 5) 
qq 


ole désigne une fraction irréductible 4 dénominateur positif. 


1) Bulletin de l'Académie des Sciences de 1'URSS, Classe des Sciences mathématiques 
et naturelles (1938), p. 399—416, en russe avec un résumé anglais: voir le lemme 4 
(p. 406). Comparer aussi le renvoi paru dans lVarticle que je publie en méme temps dans 
ces Proceedings sous le titre: Sur quelques fonctions arithmétiques élémentaires, 


ova 


868 


Dans ces conditions je démontrerai qu’a tout entier /= 2 correspond 


au nombre c, tel qu'on ait 


Ree, <a AB O(4: + (log A B) +! EOAL, |. a ean) 
ou 
a od ] a 7 
En (me I Ales Fe) (7) 
Dans cet article cya. aa, c, dépendent uniquement de /; j'introduirai 


aussi des constantes absolues y, et 7, et des nombres C, et C, qui 
dépendent seulement dun nombre positif «. 
Liinégalité de Caucuy donne le résultat immédiat 


|\Sn{= 2 |o@(y)|. Js |y(~)|SIABYLQ, 


il 


; 1 ware : 
de sorte que (6) n’a que d’intérét si i et (log AB)'~' &,, sont petits. 


Si l’on prend pour F l'ensemble défini par (3), on obtient, si Y, est 
=2Y,, 
I 
ND us Vie at 7 
Sul <er ee. ¥, ¥O(FE + (oo) Ym ; 


j 1 xy 
m= (mr - | & ah): 


ou 


Lorsque nous ne savons pas si Y, est =2 Yo, nous pouvons diviser S,, en 
sommes partielles telles que y, parcoure dans chacune de ces sommes 
partielles les valeurs entiéres appartenant A un intervalle Yj < y=Y; 
ot Y; est =2 Yo et en prenant la somme nous trouvons 


1 (ne a 
Srila cu ee nie eG . a 
he q | N? 


(8) 


S14 mt ¥,\F) 
a |e LSS \ Rama ¢ 
+ (log N) (e a . 


M. VINOGRADOW traite seulement le cas particulier o8 r= 1 et p(x)=1. 
Dans ce cas S,, est égal a la somme S définie par (1); il trouve 


2\ 3 
Sl<r NO log NP (+ a an 


et pour tout nombre positif « 


g WW Ne 
SIG ee eee 
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Ces deux inégalités résultent immédiatement de la formule (8), appliquée 
avec t= 1, p(x)= 1, V=[/ 8. En effet, cette formule, appliquée avec 
[==2 donne 


No meg 1 -mY,\i 
sicnmop ison (5+) etom( eR) 


d’oti suit (9), si m est = Yj; si par contre m est supérieur a Ve nouma 
m > Y, et (9) est évident. En vertu de 


on obtient 


1 
si / désigne le plus petit entier =5; de sorte que (8) donne la formule 


e Y,! m ad ] Dian 
cameo he(S+h)+G+%0) 


d’ot suit (10), si m est =N; dans le cas m > N on a m> Y, et (10) 
est évident. 

Les formules (9) et (10) de M. ViINOGRADOW ne donnent donc jamais 
de meilleurs résultats que (8), mais il est possible que le résultat, obtenu 
avec (8), est meilleur que ceux obtenus avec (9) et (10). 

Passons maintenant a la démonstration de (6). Il suffit de traiter le 
cas particulier m—1. En effet, si (6) est démontré dans ce cas particulier 
et si m désigne un nombre naturel quelconque, on peut remplacer a par 


ma, 6 par mf, q par 1 ou d est le plus grand commun diviseur de q 


d 
mt ‘ 
et m, t par le plus grand des deux nombres AP et 1, par conséquent é, 


par le plus grand des deux nombres 
en cy eer ae a) ton 8 
&: Plea a8) (ee )G t+ ae 3 


ces deux nombres étant =€,, on trouve ainsi (6). 
L’inégalité de CAUCHY nous apprend 


|S: P=( 2 lo)?’) 2 2 2 w (x) w(x’) e (F(xey) — F(x’ 9) 


|y|=B 


=B2Q? S’ 


870 


en vertu de (4) (y est le nombre complexe conjugué de y), 


ie Z| p(x) p(x’)?) S” 


ou 


et 
Pe f(y Oe ay Jer ia). 
L’inégalité (4) donne donc 
VS it ee Ao Se ae ee een 0) 
En posant y—y’ =h, on obtient 


SYS xP s| Tel). 


ea i 4g) 


y parcourt dans la somme un systéme d’entiers consécutifs dont 
y’ 
le nombre est < 3B, donc 


le (iF) 3 B. 


y! 


En outre on a 


f(xy) —F(x’ y) = 5 4 (x?— x") y + B(x—x’) y, 


donc 


i 


No Aetna eee) (pee tig) 
Oar x7) Oe a) es eee iT 


al 
2 


Si y’ parcourt le systéme nommé, les termes e(F) forment une pro- 
gression arithmétique dont la raison vaut e(a(x?—x’’) h), de sorte que 
la somme de cette progression est en valeur absolue tout au plus 


nile 0 ee eee 
lsin a (x? — x") hi fo (x —e) A 


ou {ua} désigne l’écart entre u et l’entier le plus voisin de u. On a donc 


S’<3BE S ¥ Min( 1, Je eee 


16) oo a x? — x") h} 


ou Min (u, v) désigne le plus petit des deux nombres u et v. 
Le nombre h, dont la valeur absolue est =2B, prend moins de 5B 
valeurs différentes. Dans la somme  S > le nombre des termes avec 


fe Bgh 
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x=+.x’ est inférieura2X5 BX3 A=30AB et le nombre des termes 
avec h—0 est inférieur 4 9 A?, de sorte que la contribution au membre 
de droite de (12) des termes avec (x?—.x’?)h—=0 est inférieure a 
90 AB(A + B). Dans les autres termes (x? — x’) h est égal a un entier 
g #9 qui est en valeur absolue =2A?B. Lorsque l’entier g £0 est 
donné, le nombre des systémes x,x’,h avec (x +x’) (x—x’) h=g 
est au plus égal a 473(g), ot 1;(g) désigne le nombre de maniéres 
différentes d’écrire |g| comme le produit de trois nombres naturels. On 
trouve donc 


S 90 aA) 4B 7,(g) Mig) 


g 0 
|g|S2a2B 
=A BIAS De Obs) 27,(9) Mig), 
0<gS2A,B 


2 M (9) = Min (1.57, ): 


L’inégalité de Cauchy généralisée nous donne maintenant pour tout 
entier /=2 


as 
I 


S  4()Mg)=U'V', 
0<gS2AB 
ou 
an 
T= > Te (geet V SS Ms (g). 
0<gS2a°B 0<gS2A°B 


Comme on le sait 7) on a 


U < c, A? B (log 2 A? B)?"! < cs A? B (log AB)? 


et 


V<cA?B( : 7 ( 4 mer eee 


] 
——, on trouve 


SS 


1 
en vertu de (7). Comme on a &, ae 


3!—1 0-1 
5° <c, A? (4 + (log AB) : at) 


et (6) suit de (11). 


2) Ces Proceedings 42 (1939), p. 466 et 467; Indagationes Mathematicae t (1939}, 
pelss eta, 


Mathematics. — Ueber BESSELsche, LOMMELsche und WHITTAKERsche 
Funktionen. (Erste Mitteilung). Von C. S. MEIJER. (Communicated 
by Prof. J. G. VAN DER CORPUT). 


(Communicated at the meeting of October 28, 1939.) 
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12. A treatise on the theory of BESSEL functions (1922). 
§ 1. Ich beweise zunachst 
AUR Viccaae ley oslo) 
(a) IB) ! 
— ee Ait (202 ea2, (G, 6, ai nae Dj ees Ct) face ie \ aith) 


E 


Diese Beziehung gilt fiir 0=p=q—1; a und f sind beliebig mit 
Kapp) >a, 0720, 1 2 0 rn) 
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Der Integrationsweg L besteht aus der imagindren Achse von 
coe" ?*! bis re-!*!, dem auf der rechten Seite der imagindren Achse 
liegenden Halbkreis mit Mittelpunkt t—0 und Radius r (von re—?™! 
bis re**' durchlaufen) und der imagindren Achse von re!*! bis coe!*', 
Hierbei ist r beliebig > 0, falls p< q—1 ist; fiir piste ek 

Die oben betrachteten Integrationswege werden im Folgenden mit Lo 
bezw. L.. bezeichnet. Bei Lo ist der Radius des Halbkreises > 0; bei 
L, ist dieser Radius >| z|. 


Beweis von (1). Ist R(u)< 1 und R(A+ 4) > 4, so gilt bekanntlich') 


er) 
—h—n+1 SS Le me 
| Jian (2 u) u du — 2 ENG . 


e 


Nun ist 
tf (z et) — eri Js (z). 
Folglich hat man 


wert! ee 
i: Le 2th4a—""! dt=—e tt | hela) a te du 
. ve 
* ; EF (1a) 
= —pri b. —A—"-+1 SS ae $ 
——e | Jj=n Qaya du 2 I'(a) 


0 


In dAhnlicher Weise erhalt man 


efi T*(] — u) 
Al ee (2 t) a dt —- a 2 T'(a) . 


0 


Wegen 


findet man somit 


* (ele? a ea) (1 —u) ne mt ; 
df Th, (2t) (#1 de = te =r: O 


L 


da der Punkt t= 0 nicht mehr auf dem Integrationswege liegt, gilt diese 
Beziehung fiir H(A + uw) > ¢z. 


1) Watson, [12], 391, Formel (1). 
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Also hat man, falls h=0,1,2,... und R(a-+ B) > ¢ ist, 


ne 7 : ee ON Se I ae 
wi] Bae = Path) PBFA) 
LE 


tel 


Der Beweis von (1) geht nun durch Entwicklung der Funktion 
»+2F,(C/t?) und gliedweise Integration. 
§ 2. Die Anwendung von (1) auf die BESsELsche Funktion 


eee 
J (Q= Faqy fi le; —t2) . oo & See) 


ergibt (ich ersetze t durch $¢ in (1)) 


a 2 2 a) 18) 
pa es Tees 


i Teall) oF (a, Belo; z2/2) =P de. (5) 


in dieser Beziehung sind a und f beliebige Zahlen mit (2). 
Nimmt man nun a=1-+-», so erhalt man ”) 


B— v 
ee ee alt Thar (€) (2-+22)-P 0° alt: 


a6 
Tk 


z 


hierin ist P beliebig mit R(6+y»+4)>0 und p #0, —1,—2,... 
Man bekommt ein analoges Resultat, wenn man /—1-y setzt in (5). 
Entsprechende Integraldarstellungen fiir die Funktion K,(z) waren schon 
bekannt ?). 
Ist  (y) > —1, so darf ich a=4+4y und B—1-+ 4, in (5) setzen; 


wegen 


t= |/ 7, cosh ee ee gk ar ea i(6)) 
finde ich dann 
J (pees pie F . Lj aly | a Lys | os — 2a dt 7) 
v ni i LS a We ea Ler Oaard) , Zz Cas ( 
L 


Zz 


Nun hat man *) 


1 14+V1—x\* 
F,(4+a1l1+a;1+2a:;x)=- =(14 ) 8 
24 1 ’ ; G 
Z) oF; (a, Pr 03 27/0) S23 OR (P27 
3) Man vergl. MEVER, [8], 519—520. 
4) Man vergl. KUMMER, [4], 77, Formel (42). 
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somit 
Sieve I ——-* 
27 t "4 Fb +4,1 +4931 Ragas) aay: (ee Vteeie aes 
Aus (7) folgt daher >) 
eee A cosh ae ee 
Qa | Vag theta a (9) 
Ich setze nun 
to es ae el ssh ee LO) 
also 
ay ee dé [rz 
eee rie und ieee oe eae ee 


Durchlauft ¢ die in § 1 erklarte Kurve L., so durchlauft u einen Weg, 
der in coe?” beginnt und in oe!* endigt; der Punkt uO liegt 
auf der linken Seite dieses Weges. Aus (9), (10) und (11) ergibt sich 
somit 


ay M 2 
Jv()= py; [ cosh(w—f,) 4 'da iN nats ee LD) 


Lo 


hierin bezeichnet Ly die in § 1 definierte Kurve. 
Auf analoge Weise erhaélt man, wenn man a—=1-++4y und f=4-+4y 
nimmt in (5), 
¥ ( _ The . : i 4 | uw’ au (13) 
vy \Z ee sin (« 4u Be 8 . * . 


Lo 


Durch Addition von (12) und (13) und Deformation des Integrations- 


weges findet man 
(0+) 


ye ae 
hey (Zz) a ee [exp Nae i iy 


le} 


Diese Beziehung, giiltig fiir alle Werte von », ist die bekannte SCHLAFLI- 
SonINEsche Integraldarstellung der BesseLschen Funktion °). 
Auch die HANKELsche Formel ’) 
(So: e-1) 


Jy (z)= pee" [ Sette ly sheet 


Bs 
qe? t 


= AHeO) 


5) Ve + 22 wird auf dem Integrationswege L, eindeutig definiert durch die Bedingung 
VYAL2=tVi +242; hierbei ist V1 4+ 2/2 =1 fir t= wet, 
6) WATSON, [12], 176. 
7) Man vergl. WATSON, [12], 164, Formel (2). 
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(wo |argz|<4a und »>#—4,—4,—,...) kann auf sehr einfache 
Weise aus (5) abgeleitet werden. 
Aus (5) mit a=4+y und B=1-+~ 7 folgt namlich wegen (6) (ich 


nehme an, dass ‘i (v) > — ¢ ist) 


a) 


ms Fl 4 je = 


Te i 


| cosh ¢ (t? + 2*)-"—* dt; 
Lg 
ebenso liefert (5) mit a=1-+¥7 und P=}+¥ 

v vad ie 1 , ) . 
eS rad | Sinke (7 32) ee 


L, 


Pa 


Tet 


Die Addition der beiden letzten Beziehungen ergibt 


2-12 Pe +») 


(fos fe (nee 


TU? 1 
und diese Formel kann leicht auf die HANKELsche zuriickgefiihrt werden. 


§ 3. Fir das Produkt J,(z) J,(z) gilt bekanntlich °) 


Oe u-Y ghety u u ll 1 Y, 1 | 1 lL | 1 Vv; 
Jz) 2) = see 2 ae ‘ : 
a) (2) ee wT (lees Ne Bo Sis Wear Sa eee 2 


Aus (1) folgt also 


Dre gute 
SQ) O= Taz yp np lea (28) 


(14) 


a, ’ J I . j yy 4 a V; 
SE “ p i op eb ap ae ] ro Ve 3? f-*- +1 dt; 
l+u,1+»1+pu+; —2?/f 


hierin sind a und £ beliebig mit (2). : 
Fir a=1+ 4, B=1+-y geht (14) iiber in 


Us 5 bY 
dul) ie) ane fr (20. ay (EERE HE hb) sy 
NS le eo ae ; 


2 
Zz 
Setzt man nun noch PU sire so findet man auf analoge Weise 


wie soeben bei J,(z) (man vergl. (7) und (12)) 


uty 4) 2 
JAZ) ops (a) | Lu» (2u— | Tine Caf 


Ly 


diese Beziehung gilt fiir R(u+ 1) > —: 


5 
Oe 
8) Watson, [12], 147. 
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Ist [|< 1 und |arg¢|=42, so hat man 9) 


aoa G2" F (" ty+a,t+y—s, b+; a aie 
2(1-++ »)* ? ee ae Lee )= PLT Fee. (15) 
(w 


wo P;'(w) die zugeordnete LEGENDREsche Funktion erster Art bezeichnet es 
Aus (14) mit z>0, w=7,a=t-+y+2 und p= t+y—A ergibt 


sich somit 


2 ae: {yy + i yf il y 4 > 7 ie = 2 
JZ) (5 ) G = | I (20) \P( |/ +2) al (NGG) 
ib \ Ne 


hiecin ist (vy) > —-+4 und 4 beliebig mit y+ Af —4, — 3,—3,. 


In dhnlicher Weise !') liefert (14) mit w=y, a= 1 f+yt Fl era 
BH=1+yr—A 


Pilty+ar »— A) [- 
ee Ee 47) | ly 24 
a 2 Pails 
oy dt 
Pi (Vise ‘ie aes 
(wo z>0, Hiv) >—Bundy +15 if . ist), Ebenso findet 
man, wenn man u—yv-+l, Se a pata ss, setzt in (14), 
Slap eA ee ee (29) 
' (18) 
= ae? dt 
x Py (]/14 1 2) Pe (Wi4 #) SS 
‘ | ey | Ca VA ee 
(wo z>0, Ri) >—4 und ve AF —F, —3, —F,... ist). 
Aus (14) mit w=—yv, a=4+2 und 6 =4—A folgt schliesslich, falls 
5... ist, 


an fe Ter Sh eee 
v z) Jy a ome aa) ie 2t) Pj_ L See Pa(| 142) dt . (19) 


9) Men vergl. MEIJER, [7], 487, Formel (70a). 
10) Die hier betrachtete Funktion P” (w) wird definiert durch 


a —— Ff, (—n,1-+n; 1\—m;4—tw); 


hierbei wird w# +1 und —a =arg(w + 1)= 2 vorausgesetzt. P™ (w) ist also zweideutig 
fiir w <1. Die in (15) vorkommende Funktion Pi V1 <2) hat daher fiir argg=— 42 


einen anderen Wert als fiir arg¢ = 22. 
1) Bei der Ableitung von (17), (18) und (19) benutze ich die Beziehungen (33), (32) und 


(35) meiner Arbeit [8]. 
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Verschiedene mit (16), (17), (18) und (19) verwandte Beziehungen habe 


ich friiher '?) schon abgeleitet. 


§ 4. Das Produkt J, (2 z) J,(2z) ist bekanntlich gleich '%) 
2” 


P72 (143 5) oF 3 Me av, |e ee Mo era eae are): 


SG Fea I bad Ooi 


Wegen (1) gilt also 


J(2 2) 1,(2z)= se eat [t. =@(2 Qaals (« B;4+4v,1+34,1+ 9%; a oP dea(20 
i 


Nimmt man nun a=1+y7 und f=—1+4y», so findet man mit 
Riicksicht auf (4) 


ae ° . 2? ee, ) 
Js (22) Le 22)= AEA REA( tdt; . (21) 


hierin ist K(v) > —1. 
Man bekommt analoge Beziehungen ftir a=1-++4» und fB=1-+y, 
fir a=1+y hee b=4-+4y7 und fir a=>}+47 und B=1+», 
Setzt man a—=4-+4y7 und P—1-+ $y» in (20), so erhalt man wegen 
(6) und (4) 


+ Los 
ube e,=- A Ache @ a [Ro)>—1]; . (22) 
Lo 


ebenso findet man fiir a=1-+4¥v und B=4+4» 


Jp (22) ie (22) == i sinh 2t J, & +) 2 [RM (vy) > —1]}. . (23) 
ig 
Die Addition von (22) und (23) liefert 
ZN 
J, 22) y= | oJ, @ ef RO)>—; . (24 
Ly 


diese Beziehung war bekannt '‘). 
Nun hat man, wie ich friiher '5) bewiesen habe, 


4+t+m+k,4+m—k; (25) 
t+m,1+m,1+2m;—42? , 


12) MEER, [7], 487—488; [8], 523—524. 

13) Watson, [12], 148, Formel (3). 

14) Man vergl. Watson, [12], 438, Formel (1). 
15) Meyer, [10], 885, Pormel (111). 


IVIg (02) Met 2) ee ( 
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Aus (20) mit a=4$+4»+k und B=44+147—k folgt also 


eek) Cs + 4k) a Wie 
wel2Z)ly\22) Paes \ a | f(2)M,,» (>) Mev(—S) t dt 
2 y 
hierin ist Rt (v) > —+4 und k beliebig mit y+ kf—i, —3, —H,.... 


Fiir k =0 geht (26) wegen !°) 
Mo, » (io) Mo,» (— it) = 2” € FP? (1+ 40) JE (40) 


2 


OME Os. | ie iui (%) a [es —s)) een 


iiber 
Viele mit (21), (22), (23), (24), (26) und (27) verwandte Relationen 


waren schon bekannt !’). 


16) MENER, [10], 633, Formel (53). 
17) HARDY, [2], 188—189; MEER, [6], 25—27. 


. (26) 


Mathematics. — Die Triangulation der differenzierbaren Mannigfal- 
tigkeiten. By HANS FREUDENTHAL. (Communicated by Prof. L. E. 
J. BROUWER.) 


(Communicated at the meeting of October 28, 1939.) 


Die Triangulation der topologischen Mannigfaltigkeiten ist bis jetzt 
nicht gelungen. Dass Differenzierbarkeitsvoraussetzungen die Aufgabe 
sehr vereinfachen, liegt auf der Hand; doch machen solche Voraus- 
setzungen das Problem noch keineswegs trivial. Herr Prof. L. E. 
J. Brouwer hat 19371) einen Beweis der Triangulierbarkeit der stetig 
differenzierbaren geschlos:enen '*) Mannigfaltigkeiten vorgetragen. Wir 
geben hier einen andern, auch fiir offene Mannigfaltigkeiten giiltigen 
Beweis, beweisen sogar noch mehr, namlich den 

Hauptsatz: Jede q-mal stetig differenzierbare Mannigfaltigkeit kann 
q-mal stetig differenzierbar trianguliert werden. Oder; 

Zu jeder q-mal stetig differenzierbaren Mannigfaltigkeit M kann man 
ein Polytop P und eine eineindeutige, beiderseits stetige Abbildung x 
von P auf M finden, die in jedem Simplex von P q-mal stetig differen- 
zierbar und von nichtverschwindender Funktionaldeterminante ist. 

q muss dabei —1 sein; q=o ist zugelassen. Offen bleibt, ob man 
in Voraussetzung und Behauptung ‘“q-mal stetig differenzierbar’’ durch 
,analytisch” ersetzen darf. Man stésst hier auf dasselbe Hindernis wie 
bei allen derartigen Untersuchungen’): man weiss nicht, ob auf jeder 
analytischen Mannigfaltigkeit nichtkonstante, iiberall regulare analytische 
Funktionen existieren. 


Bezeichnungen. 


aéA: a ist Element von A. 
ACB:A ist Teilmenge von B. 
Ay B: Vereinigung von A und B. 
Aq 8&8: Durchschnitt von A und B. 


UA: Vereinigung von Ay,... Az. 


ON A;: Durchschnitt von Aj;,..., An. 
A\B: Menge der a mit ae A und a nicht € ase 


o: leere Menge. 
A GB: A ist innere Teilmenge von B. 


*) Wiskundig Genootschap, Amsterdam, 24, April 1937; Proc, Kon. Ned. Akad. v. 
Wetensch., Amsterdam, 42, 701 (1939). 

la) Die Voraussetzung der Geschlossenheit war jedoch in jenem Beweis nicht sehr 
wesentlich, 


) Siehe H. WHITNEY, Differentiable Manifolds [Annals of Math, (2) 37, 645—680 
(1936) ], Introduction. 
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€(x—>x 9) bedeutet eine Funktion, die mit x—> xX» nach 0 konvergiert. 
o(x) bedeutet eine Funktion, die noch nach Division durch x mit x0 
nach 0 konvergiert. 


O(x) bedeutet eine Funktion, die nach Division durch x beschrankt 
bleibt. 

Alle diese Funktionen diirfen noch von andern Veranderlichen abhangen; 
é, o, O k6nnen in derselben Formel verschiedene Funktionen bedeuten. 

Kleine deutsche Buchstaben: Punkte Cartesischer Raume (Addition, 
Subtraktion und Multiplikation mit reellen Zahlen sind als Vektor- 
Operationen zu verstehen; absoluter Betrag = Vektorlange). 


I. Vorbereitungen. 
L 
1.1. Die Abbildung f einer Teilmenge eines Cartesischen Raumes 
in einen andern heisst im Punkte % total differenzierbar, wenn f (to) 
existiert und genau eine homogene lineare Abbildung A existiert mit 


FO ho) = C80) a — fo (> ) (Ue lel): 


d 
Fiir A schreiben wir auch Ft), 
Von gleichmdssig totaler Differenzierbarkeit im Punkte Yo sprechen 
wir, wenn sogar 


iA et) ae Eee ty vt) (le 122) 
gilt. 

Von gleichmassig totaler Differenzierbarkeit (ohne weiteres) sprechen 
wir, wenn 1.1.2 fiir alle xy gleichmA@ssig gilt, d-h. die in 1.1.2 auftretende 
Funktion «¢(t*—x), 1—Y)) unabhangig von 4, beliebig klein wird bei 
hinreichend kleinen |y—x,|, |x"—YXo|. 

In beschrankten abgeschlossenen Mengen fallen “gleichmassig totale 
Differenzierbarkeit in jedem Punkt’’ und “gleichmassig totale Differenzier- 
barkeit (ohne weiteres)’ zusammen. 


In inneren Punkten x) der Definitionsmenge fallen “gleichmassig totale” 
und “stetige partielle Differenzierbarkeit’’ zusammen, wenn die partiellen 
Ableitungen noch in einer Umgebung von % definiert sind. 

Bei gleichmassig totaler Differenzierbarkeit verstehen wir in Rand- 


0) ; 
punkten unter den partiellen Ableitungen oe (die dort ja keinen Sinn 


OX, 
zu haben brauchen) die (sicherlich existierenden) Limites dieser Ausdriicke 
bei Anndherung vom Innern her. 

Eine Abbildung heisst (in einem Punkt bzw. ohne weiteres) von der 
Klasse ©", wenn sie dort q-mal stetig differenzierbar ist, und von der 
Klasse ©4, wenn dort obendrein der Rang der Funktionalmatrix (Rang 
von A) gleich der Dimension des Urbildraumes ist. 

Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch. Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 58 
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Abbildungen der Klasse © sind bekanntlich im Kleinen eineindeutig 
und, falls Urbild- und Bildraum dieselbe Dimension haben, in jedem 


inneren Punkte gebietstreu °). 


1.2. f sei in einer abgeschlossenen beschrankten Menge gleichmassig 
total differenzierbar. Dann gilt dort 


LF) —F =O g—e)) 


is E's geniigt, diese Behauptung zu beweisen fiir alle x, mit |y—y <6 (6>0). 
Dazu wahlen wir 6 so, dass die Funktion ¢ in 1.1.2 absolut =1 wird 
fiir alle |r—yry|, |x*—1x,|<(6; weiter bestimmen wir a so, dass fiir alle 


t) und 3 


4 


0) 


8 


Ge |= 


wird. Dann hat man in der Tat fiir alle x,y mit | )—r] <6 
| f(y) — 


1.3. f sei in einer abgeschlossenen beschrankten Menge eineindeutig 
definiert und mitsamt seiner Umkehrung gleichmassig total differenzierbar. 


)| 2(e+1)| 9-2}. 


Dann gilt 
ti OU) 


(Folgt aus dem Vorigen.) 


1.4. f sei in einem endlichen Polytop P eineindeutig stetig definiert 
und in jedem Simplex von P mitsamt seiner Umkehrung gleichmassig 
total differenzierbar. Dann gilt in jedem inneren Teilpolytop Q von P 


=o OUP Olaf a): 


In der Tat ist fiir zwei Punkte x und », fiir die die Strecke , F(x) f(y) 
ganz zu f(P) gehért, 


Iy—z/=8 | fy) —FO| 
klar (f ist so gewahlt, dass fiir die Umkehrung g von f gilt 


reeds | =P lad. 


Wegen der Gebietsinvarianz *) von f enthalt f(P) zu jedem Punkt von 
f(Q) eine ganze (kugelférmige) Umgebung; endlich viele V,,..., Vi 


*) Das ist der bekannte Umkehrungssatz fiir Abbildungen der Klasse Gi (ein 
analytischer Spezialfa!l des topologischen Satzes von der Gebietsinvarianz). Die iiblichen 
Beweise dieses analytischen Satzes befriedigen nicht ganz; ich werde demniachst auf den 
Satz zuriickkommen. 

4) Man kame hier auch mit elementaren Hilfsmitteln aus. 
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tiberdecken f(Q); 5 >0 bestimmen wir so, dass fiir jedes Punktepaar 
mit einem Abstand < 0 das Bildpaar (also auch dessen Verbindungsstrecke) 
ganz in einem V, (also ganz in f(P)) liegt. Fiir Punktepaare mit einem 
Abstand <0 folgt die Behauptung aus dem Vorigen; fiir alle iibrigen 
Punktepaare ist nichts zu beweisen. 


2. 


2.1. Flachheit des r-dimensionalen Simplexes o heisst der Quotient 


U; 


in dem c die grésste Kantenlange und v, das r-dimensionale Volumen von 
o bedeutet. 


2.2. Fiir jede feste Menge von Simplexen gleichmassig beschrankter 
Dimension und Flachheit, 


(ea On 


gilt gleichmassig: 

) c= Ov(h), wenn h eine Hohe ist; 

b) c—O(m), wenn m die kleinste Kantenlange ist; 

c) die Randsimplexe (jeder Dimension) sind von beschrankter Flachheit; 
d) die Sinusse der Seitenwinkel liegen tiber einer positiven Schranke; 
e) ist o’ Randsimplex von o, peo, und ist a der Abstand zwischen 

p und der linearen Mannigfaltigkeit von o und / der Abstand zwischen 

p und o’ selbst, so gilt 


— LOS. 
f) sind p,q Randpunkte von o, pq ihr geradliniger Abstand, pq ihr 
Abstand auf dem Rand von «, so ist 


7a 


pq =O (pq). 


Beweis: a) Ist o das zur Héhe h gehérige Randsimplex, so gilt 


(ee ae a / wees ke Tl 
K =o) = ke hv,1(0’)= a Dies, 
also in der Tat 
> v 
he e. 


b) Folge von (a), da m nicht kleiner als die kleinste Hohe ist. 
58* 


884 


c) Mit den Bezeichnungen von (a) hat man 


COU AG) eee seme re 


Vet) See he ok 


d) Folge von (a), da die Sinusse = : sind. 


e) Induktion langs der Dimension von o: 


a=pp’, p’€lin. Mann. von 0’, 

ies pp”, p" € a’; 
wir diirfen annehmen, dass p’’ in einem Randsimplex o’’ von o’ liegt 
(sonst ist alles trivial, da dann pp’=pp’’). Wir setzen 


a’ = Abstand zwischen p und der lin. Mann. von o”’, 
fey ees p und o”’ selbst. 


p=, 
‘= O(a’) (Induktionsvoraussetzung), 
a 


yi 
a 


= Sinus eines Seitenwinkels, 


ergeben zusammen das gewtinschte 
p= O(a). 
f) P€ 6p, GEGq; Gp, 6g Randsimplexe von o; wir diirfen 0,0, an- 
nehmen; o’ =o, 0,. p’ und p’’ seien wie in (e) erklart; analog q’, q”. 
Sei w der Winkel zwischen o, und o,. Ein elementarer trigonometrischer 


Satz liefert 


pp == Pe. 


Ferner hat man 


und nach (e) 


pp’ = O(pp’) . qq" = O (aq’). 
All diese Formeln zusammen ergeben 


ES —<=< 
Pq = pp’ oq = pp’ p' 7 d= O (pq).”) 


5) pi po... Pp, ist die Lange des Streckenzuges pj pe... Pre 
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2.3. Ist S ein Streckenzug, so sei |.S| seine Lange. 
Flachheit des Potytops P heisst die grésste Flachheit seiner Simplexe. 


Satz 1: Fir jede feste Menge von Polytopen P gleichmassig be- 
schrankter Dimension und Flachheit gilt gleichmassig : Sind pe Gp EOq, 
und sind o, und o, zueinander fremde Simplexe (irgendeiner Dimension) 
von P, ist ferner S,, ein p und q verbindender Streckenzug, so gilt fiir 
die kleinste Kantenlange m von P 


it == © (S27), 


Beweis: Die héchste Simplexdimension sei r. Aus S,, lassen wir die 
Teilstreckenziige S,,, und Sy, weg; dabei sei p’ der letzte Treffpunkt 
von S,q mit o,, q der erste mit o,. In jedem Simplex o, das den iiber- 
bleibenden Zug S,’q' trifft, ersetzen wir den im Innern von o verlaufenden 
Teil von S,q durch einen ganz auf dem Rande von o verlaufenden; 
nach 2.2.f kénnen wir das so tun, dass dabei insgesamt ein Strecken- 
zug Sj entsteht mit 


[sO eaea (iS pegl ye. ( 


pq | ) 


Sig verlauft ganz in den (r—1)-dimensionalen Simplexen von P. 

So fahrt man durch alle Dimensionen fort und erhalt schliesslich einen 
ganz in den Kanten von P verlaufenden Streckenzug Sj*,* mit p°€ op, 
gq’ € 6, und 


| Spe qe | = O (| S54). 
Da o,q6,=0 ist, hat man 


m = | Spx qe | = O (| Spq 


Vo WZ. Dew, 


DDB 

2.4.1. Unebenmass eines Polytops nennen wir den Quotienten aus 
der gréssten und kleinsten Kantenlange. 

Masche eines Polytops heisst die grésste Kantenlange. 


2.4.2. Zusatz zu Satz 1: Beschrankt man in Satz 1 ausser der 
Flachheit das Unebenmass, so gilt fiir die Masche u: 


= OX ea) 
Da. 
2.5.1. pq sei der Abstand der Punkte p und q, im Polytop P ge- 
an . 
messen; pq der direkte Abstand. 


2.5.2. In einem endlichen Polytop P ist die Funktion 
US 


_ Pd 
ah ate 


beschrankt. 
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Beweis: Es geniigt, den Satz zu beweisen fiir Potytope P, die aus 
héchstens zwei Simplexen vereinigt sind (eine obere Schranke von » fiir 
alle Simplexpaarpolytope von P ist auch eine fiir P). — P—oyt. Pir 
o6—vt und og1t=0 ist die Behauptung klar. Sei also og to, peo, get. 


Psq 
) . SS eS Onn. 
Pd ae 


(Pq) —= (9. @); 


wenn die Streckenziige psq und p’sq’ homothetisch (mit s als Zentrum) 
sind. Um eine Schranke fiir », zu berechnen, darf man also annehmen, 


dass p oder q bzw. im Rand von o bzw. 7 liegen. Da weiter 


— 
Po yt = Po yt» 


— 
Pcyt _—— Do! yor 


(o’,c’ bzw. Randsimplexe von a, 7), geniigt es den Satz zu beweisen fiir 
die Funktionen @-y7, Po/yz- So kann man fortfahren, bis die Simplexe 
fremd werden oder zusammenfallen. 


2.6. Satz 2: Fir -jede feste Menge von Unterteilungen P eines 
endlichen Polytops Py gleichmassig beschrankter Flachheit gilt gleich- 
massig: Sind p€6,, q€0q, und sind o, und o, zueinander fremde Sim- 
plexe (irgendeiner Dimension) von P, so gilt fiir die kleinste Kantenlange 
m von P 


m = O (pq). 


Beschrankt man ausser der Flachheit das Unebenmass, so gilt fiir 
die Masche wu 


“= O (pq). 
Beweis klar nach 2.3, 2.4.2, 2.5.2. 


Ein endliches Polytop besitzt Folgen beliebig feiner Unterteilungen 
(d.h. lim ~=0) gleichmassig beschrankter Flachheit und gleichmassig 
beschrankten Unebenmasses’°). 


3: 

3.1. f sei eine stetige Abbildung einer Teilmenge des Cartesischen 
Raumes R in den Cartesischen Raum S; P sei ein Polytop in R. 
Simpliziale Approximation von f in P heisst die Abbildung f*, die in 
den Eckpunkten von P, in denen f definiert ist, mit f iibereinstimmt, 


und in den von solchen Eckpunkten aufgespannten Simplexen von P 
baryzentrisch ist. ©) 


8) Siehe BROUWER [l.c.1)]; Verf., Simplizalzertegungen von beschra&nkter Flachheit 
[ist vor einiger Zeit bei den Fundamenta Math. eingereicht worden]. 


62) Vgl. BROUWER, Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten [Mathem, Annalen 
71 (1911) ]. 
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3.2. o sei das (orientierte) r-dimensionale Simplex des r-dimensionalen 
Cartesischen R° mit den Ecken 9, y!,..., 9° (Koordinaten von OG seen Be) 
Orientiertes Volumen von o heisst die Determinante 

Volo== det.\y,— 4;). 
Der absolute Betrag des orientierten ist das gewohnliche (auch fiir nieder- 
dimensionale Simplexe definierte) Volumen. 


3.3. Satz 3: Die Abbildung f einer Teilmenge des Cartesischen 
R’ in einen Cartesischen R° sei gleichmassig total differenzierbar im 
Paunkie Ds MierPunkte 1)... y’ erzeugen ein Simplex o, die Punkte 
f(y°),..., f(y) ein Simplex o*. Die Flachheit von o sei =K. Dann gibt 
es zu jedem 4 >0O ein nur noch von f und K abhangendes 6 > 0, 
derart dass 


witd, sobald 
Pe (tte aller 0). 2 r) 


ist. Bei gleichmassig totaler Differenzierbarkeit ohne weiteres gilt die 
Behauptung auch gleichmassig hinsichtlich y°. 
Beweis: Die j-te Koordinate von f(z) heisse fj (x,,...,. :). 


c= max | y'—y* |. 
volo* = det;; (Ff (n') —F (°)) 


= det aE (0 ‘volo + ch ¢(0— 0) 
= ViGlor [cee zo + 6(o—> 0)) 


), woraus die Behauptung folgt. 


(wegen c' =K | volo 


3.4. Satz 4: Die Funktion y sei im Punkte 9 gleichmassig total 
differenzierbar. y* sei die lineare Funktion, die in den Eckpunkten vj des 
Simplexes « mit y tibereinstimmt. Die Flachheit von o set =k, Dann 
gibt es zu jedem » >0 ein nur noch von p und K abhangendes 6 >0 


derart, dass 


sobald 
[eee | ee) (fir alle fee ane) 
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ist. Bei gleichmassig totaler Differenzierbarkeit ohne weiteres gilt die 
Behauptung auch gleichmassig hinsichtlich »°. 
Beweis: Man definiere f durch 
fi) 2) fiir j Fk, 
fi (t) = & () 


und analog f* mittels y*. Man wende Satz 3 an. Dabei ist 


det a (°) = 
und andererseits 
vol o* = oe = (= 


volo 


woraus die Behauptung folgt. 
Satz 4’: Satz 4 bleibt giiltig, wenn man ,,Funktion” durch ,,Abbildung”’ 
ersetzt. 


3.5. Satz 5: f sei im Polytop Py gleichmassig total differenzierbar. 
f* sei die simpliziale Approximation von f in bezug auf das Poly op P 
mit der Masche wu. Fiir jede feste Menge von Unterteilungen P von Py 
von gleichmdssig beschrankter Flachheit gilt gleichmdassig 


iGaae a )) 3] =e >) 13) 


Beweis: Unmittelbare Folge von Satz 4’. 


3.6. Satz 6: Unter den Voraussetzungen von Satz 5 gilt gleich- 
massig 


\f—F| =0 (uw) 
(u= Masche von P). 
Beweis: 
FO)—FO)= FO) 2) + [24 |e 2 oa 


(3.6.1), 
d, 
= FE) 2) + a elu > 0) 


falls x. x’, x° im selben Simplex von P liegen; unter derselben Voraus- 
setzung: 


F@—F ey —Z 0) @—2) (3.6.2) 


Nach Satz 5 ist 


ae ae | CA el 0) (3.6.3). 


Ist x’ ein Eckpunkt von P, also f*(t’)= f(t’), so erhalt man durch 
Subtraktion von 3.6.1 und 3.6.2 unter Beriichsichtigung von 3.6.3: 


F*()—F@) =o), w.z. b. w. 
4 


4.1. Satz 7: f set eine eineindeutige stetige und mitsamt seiner 
Umkehrung gleichmassig total differenzierbare Abbildung des Polytops Pp. 
f* sei die simpliziale Approximation von f in Bezug auf die Unterteilung 
P von Py. Bei gegebener Schranke K fiir die Flachheit und das Un- 
ebenmass von P ist f* eineindeutig, sobald die Masche von P geniigend 
klein (<6) ist (6 hangt nur von f und K ab). 

Stellt man an f und seine Umkehrung die Differenzierbarkeits- 
forderungen nur in jedem Simplex von P) fiir sich, so gilt die Behauptung 
unter der zusatzlichen Annahme pq = O (f (p) f(q)). 

Bemerkung: 1.4 lehrt, dass diese Annahme in jedem inneren Teil- 
polytop von P von selbst erfiillt ist. 


Beweis’): Nach 1.3 hat man in jedem Falle 


pq = O (f (p) F(q)) (4.1.1). 


Ist 
f* (pe) =F" (@) (4.1.2), 


so ist nach Satz 6 


also nach 4.1.1 auch 
pq = 0 (u) (4.1.3). 


Da nach Satz 2 der Abstand zueinander fremder Simplexe von der- 
selben Gréssenordnung wie ym ist, zieht 4.1.2 nach sich, dass p und q 
in anstossenden Simplexen von P liegen, 


p€5,get%, GytFo (Alea), 


7) Der Beweis ist ganz elementar, Der Abbildungsgrad wird nicht verwandt (vgl. im 
Gegensatz dazu Satz 9). Die Ausfihrungen von Nr. 2 dienen fast ausschlieBlich als 
Grundlage fiir diesen elementaren Beweis. Fiir den Zweck dieser Arbeit reichte auch 
Satz 7’ aus, der kiirzer, aber mit tieferen Hilfsmitteln bewiesen wird (siehe 4. 3.2). Mir 
schien aber Satz 7, besonders seine erste Halfte, eines so elementaren Beweises wert. 


890 


Wir wahlen p und q so, dass 4.1.2 gilt, und dass dim o und (danach) 
dimt minimal ist. Wegen der Eineindeutigkeit von f miissen beide Di- 
mensionen positiv sein. Sei e Ecke von on 7; seien p’€o, q’€t und die 
Streckenziige peq und p’eq’ homothetisch mit e als Zentrum. Dann 
gilt wegen des baryzentrischen Charakters von f” auch 


p= @) (4.1.5); 


hier darf man p’ oder q’ bzw. im Rand von o bzw. t wahlen. Das 
widerspricht der Minimalitatsvoraussetzung, und somit ist 4.1.5 und 
demnach auch 4.1.2 unmédglich, w. z. b. w. 


4.2. Simplexe Cartesischer Raéume werden stets so orientiert, dass 
positivem Volumen positive Orientierung entspricht. Dann ist bei bary- 
zentrischer Abbiidung von Simplexen das Vorzeichen der Determinante 
gleich dem des Abbildungsgrades. 


a Spee) 
Dann ist f in den Bildpunkten innerer Punkte vom Grade +1 (bzw. — 1). 

Beweis: Bei geeigneter simplizialer Approximation bleibt sowohl das 
Zeichen der Funktionaldeterminante (Satz 3) als auch der Grad erhalten; 
fiir die simpliziale Approximation ist die Behauptung evident. 


Satz 8: f sei wie in Satz 7; ausserdem sei det 


Satz 9: f sei stetige Abbildung vom Grade +1 (bzw. —1) des 
endlichen Polytops Py) und in jedem Simplex von P, gleichmassig total 
differenzierbar, det! 0 (bzw. <0). Dann ist f in der Menge der 
inneren Punkte von Po eineindeutig. 

Beweis: f ist in jedem Simplex von Py im Kleinen eineindeutig (siehe 
Ende von 1.1), also hat jeder Punkt nur endlich viel Urbilder. Ein Punkt, 
der fiir kein o€ Py zum Bild des Randes von o gehort, heisse fiir den 
Augenblick regular. Die regularen Punkte liegen iiberall dicht im Bild 
und ihre Urbilder in P,. Sei q Bildpunkt von Py, aber nicht vom Rand 
von Po. Seien p,(v=1,...,k) die Urbilder von gq, und seien U, zu- 
einander fremde Polytope im Innern von Py mit p, € U,. 

Ist q regular, so kann man die U, so wahlen, dass f in jedem U, 
eineindeutig, also nach Satz 8 vom Grade +1 ist; f besitzt dann in q 
den Grad k, nach Voraussetzung muss nun k =1 sein. 

Ist dagegen q nicht notwendig regular, so gibt es jedenfalls eine 
Umgebung V von q, in der (fiir jedes v) der Grad, mit dem U, abge- 
bildet wird, konstant ist. Von allen reguléren q’€ V liegt das (einzige) 
Urbild also im selben U,, etwa in Uj. Eine geeignete Umgebung eines 


etwaigen p2 wiirde ganz in nichtregulare Punkte abgebildet, was nicht 
geht. Also ist allgemein k= 1. 
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4.3.1. Wir notieren noch aus der Theorie des Abbildungsgrades: 
Sind f und g stetige Abbildungen von P), die sich um héchstens a 
unterscheiden, so besitzen f und g denselben Grad in jedem Punkte, der 
vom f-Bild des Randes von Py einen Abstand > «a hat, 


4.3.2. Satz 7’: f sei eine eineindeutige stetige Abbildung des 
Polytops Py und in jedem Simplex von Py mitsamt seiner Umkehrung 
gleichmassig total differenzierbar. f* sei die simpliziale Approximation 
von f in Bezug auf die Unterteilung P von P). Nach Ausschluss einer 
o(u)-Umgebung des Randes von P, ist (bei gegebener Flachheitsschranke 
von P) f* eineindeutig, sobald die Masche « von P geniigend klein ist. 

Bolgttaus 4-3-1 (miteg==/"),, Satz 6 und Satz 9) 


5; 


5.1. Q und R seien Teilpolytope des Polytops P; QpqaR=o. 
Q’ und R’ seien bzw. Unterteilungen von Q und R. Dann gibt es eine 
Unterteilung P’ von P, die in Q und R bzw. mit Q’ und R’ iiber- 
einstimmt. 

Die Konstruktion geschieht durch Induktion: wenn P’ bereits hin- 
sichtlich aller k-dimensionalen Simplexe von P konstruiert ist und o ein 
(k++ 1)-dimensionales Simplex von P ist, so teile man o, wenn es zu Q 
oder R gehért, entsprechend Q’ bzw R’, andernfalls durch Projektion 
der Unterteilung seines Randes aus seinem Schwerpunkt. 


5.2. Dieser Satz (sowie einige andere) lasst sich leicht auf abstrakte 
Polytope ausdehnen. 

Ein abstrakter Polytop ist ein topologischer Raum, der aus einer 
Menge von Simplexen des Cartesischen R* durch gewisse Identifikationen 
entsteht: 1) es werden gewisse Ecken in transitiver Weise miteinander | 
identifiziert; 2) Eckpunkte desselben Simplexes werden niemals mitein- 
ander identifiziert; 3) gehdren die Ecken ¢,...,¢, zu einem Simplex, 
ebenso die Ecken ¢,...,¢x, und ist ‘fiir jedes x) ¢, mit ¢, identifiziert, 
so ist auch YA, e, mit » 4, ¢, identifiziert (alle 4,.=0, 4, = 1). 

Bekanntlich kann man abstrakte Polytope in einen Cartesischen Raum 
geeigneter Dimension einbetten. Wir tun das nicht, da wir sonst bei 
Differentiationen (der in solchen Polytopen definierten Funktionen) unndotig 
wieder lokale Parameter fiir die einzelnen Simplexe einfiihren miissten. 


(Siehe 9.4.) 


5.3. Ejinen Abstandsbegriff in abstrakten Polytopen erhalt man, wenn 
man miteinander identifizierte Simplexe als kongruent annimmt und dann 
den Abstand wie in eingebetteten Polytopen erklart. 


5.4, Satz 7 bleibt richtig, wenn man fiir Pp einen abstrakten Polytop 
nimmt. Die Bedingung 4.1.1 ist dabei nach 5.3 sinnvoll. 
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Il. Beweis des Hauptsatzes. 


6. 

M sei eine r-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse ©", also eint 
zusammenhdngender *) im Kleinen euklidischer, topologischer Raum mit 
2, Abzahlbarkeitsaxiom und mit der Eigenschaft: 


1. Es gibt abzahlbar viele r-dimensionale Vollkugeln A; (et 2 ae) 
und eineindeutige stetige Abbildungen fi (bzw. in ganz A; definiert), 


fi (A) cM, 
mit den bzw. Umkehrungen f, (in f'(A;) definiert), 
f f= Ff = Identitat 
2. Zu jeder A; gibt es eine konzentrische Vollkugel H:, 
A;> i; 


derart dass 


3 Lele 


ist (soweit definiert) eine (eineindeutige) Abbildung der Klasse 4 °). 


Bekanntlich darf man ohne Schaden fiir die Allgemeinheit noch weiter 
fordern: 


( 4. Zu jedem i gibt es ein z(t), so dass 
( fi (A) n f(A) =o fir alle j >z(i). 


Bequemlichkeitshalber nehmen wir z(i) als monoton wachsend an. 
Die Bezeichnungen f', f', f, sind so gewahlt, dass die Nummer der 


Urbildmenge oben, die der Bildmenge unten steht (M hat ,,keine” 
Nummer). 


Fiir Abbildungen ® von oder in Mannigfaltigkeiten der Klasse ©¢ ist 
bekanntlich der Begriff der Klasse ©* und © ( = q) sinnvoll. 


7 


Der Hauptsatz (siehe Einleitung) entspringt folgendem induktivem 
Prozess: 


8) Den Zusammenhang brauchen wir in Wirklichkeit nicht. 


®) Eigentlich geniigt die Voraussetzung ©%; von selbst stellt sich dann 4 ein. 
5 ein, 
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Sei P ein endlicher (abstrakter) Polytop und x eine eineindeutige 
A bbildung von P in M mit der Eigenschaft: 


ana) 2(P)EU f(A): 


ba) 2(P) DU F'(H):; 


Cr.—1) 2, d.h. f;a(i<n), ist in jedem Simplex von der Klasse “4; 

di) |u—v|=O(|fixt)—fi2(0)|)  (i<n); 

@n—1) zu jedem Simplex o von P gibt es ein j <n, derart dass 
ftir alle Simplexe t von P mit ont #o gilt: 


a(t) © fi (Aj). 


Dann konstruieren wir ein endliches Polytop P* und eine eineindeutige 


Abbildung x* von P* in M mit der Eigenschaft 


} Qe De Cdanes 


und der weiteren Eigenschaft : 


f,) Ein Simplex o von P gehére dann und nur dann zu Q, wenn 
\ z(t)q f"(An) =o gilt fir alle Simplexe t von P mit 6,170. Dann 
) gehért jedes Simplex von Q (nichtunterteilt) auch zu P, und 2a und 
x stimmen in Q tiberein. 


Um einzusehen, dass dieser Prozess unsere Aufgabe lést, brauchen wir 
nur die Konvergenz nachzuweisen (alles iibrige ist evident). — Sei pe M. 
Wir wahlen i so, dass p¢ f' (H)), und n > z (z(t). o sei ein Simplex mit 
péa(o). Wegen e,—1 gibt es ein j <n, so dass 


x(t) € fi(A)) fiir alle + mit on ro. 
Nach 6.4 ist dies j=z(i). Nach 6.4 ist weiter wegen n > z(z(i)) 
fi (Aj) n f (An) =o. 
Also ist 
x(t) q f° (An) =o fiir alle t von P mit on to, 


und o gehért zu Q. Nach f, erfahren P und x in einem solchen o nach 
dem n-ten Schritt keine Anderung mehr, und damit ist die Konvergenz 


des Verfahrens gesichert. 
Im Rest der Arbeit fiihren wir den angekiindigten Prozess naher aus. 
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8. 
8.1. Ausser den Vollkugeln A; und H, verwenden wir (fiir die i=n) 


weitere konzentrische Vollkugeln B; C;, D;, Ei, Fi, Gi mit 
Ar> Bia CG > D)> E.G, (8 1D): 


B; (i<n) wahlen wir dabei so, dass noch 
=i 


n(P)D U FB) (eaieer 


was wegen 7b,—1 médglich ist. 


8.2. e>0 bestimmen wir so, dass (fiir jedes i=n) die 5¢ Umgebung 
rel. A, von bzw. 


f(B): AC) f(D), GE), fail Gy, fa) ) (8.2, 1) 
ganz enthalten ist in bzw. 
EAN E(B), BIG) fDi Ei), bie Gy (Se2e2) 
8.3. Die Funktionen 4‘(r) (i =n) wahlen wir von der Klasse G* in 
A;, 4i(t) > 0 im Innern von Dj, 2‘ (x)= 0 sonst. 
8.4. Wir setzen 


fot 


9.1. Wir bestimmen eine Unterteilung P’ von P mit der Eigen- 
schaft: 


1) In Q (siehe 7f,) stimmt P’ mit P iiberein. 
2) Ist o ein Simplex von P mit 2(P)qf"(An) fo und o’ ein 


Unterteilungssimplex von o, so ist der Durchmesser von f, (z(o0’)) 


=== 107 (0!) eu. 


Nach 5.1 existiert ein solches P’; die Voraussetzung von 5.1 ist 
gemass der Definition von Q (siche 7f,) erfiillt. 


9.2. Nun gilt wegen 8.2 insbesondere fiir die Simplexe «6 von P’: 
besitzt p (oc) mit einer der Mengen 8.2.1 einen nichtleeren Durchschnitt, 
so liegt es ganz im Innern der darunterstehenden Menge 8.2.2. 


9.3. Po sei das Polytop, bestehend aus allen o von P’ mit 
x (0) € f* (A,). 
10) f braucht natiirlich nicht in ganz Bi usw. definiert zu sein: f., (Bi) is die Menge 


aller sinnvollen fi (tt) mit u€ B; usw. 
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Nach 9.1.2 enthalt Po alle « von P’ mit 2 (0) q f"(B,) £0, also 
p (Py) D B, n @ (P). 
9.4. Po wirdals Unterteilung von P} so bestimmt, dass fiir die sim- 
pliziale Approximation ~* von @ (in bezug auf Pp) gilt: 
1) @* ist eineindeutig; 


2) |p (u)\—@ (u)| geniigend klein, insbesondere < «; 
Q 


3) ah (ut) ss (at) | geniigend klein. 


| 
| 
Das ,,geniigend klein’’ wird spater prazisiert; es hangt nur von Gréssen 
ab, die jetzt bereits festgelegt sind. 
Die Moéglichkeit der Unterteilung Pj haben wir in Satz 5, 6, 7 fest- 


gestellt (wegen 7d,—; sind die Voraussetzungen von Satz 7 erfiillt); siehe 
auch die Bemerkung am Ende von 2.6. 


9.5. P” sei eine Unterteilung von P’, die in Pp mit PJ und in Q 
mit P’ (also auch mit P) tibereinstimmt. Nach 5.1 existiert ein solches 
P’’; die Voraussetzung von 5.1 ist erfiillt (siche 7f,). 


9. Wir konstruieren ein Polytop 2 mit der Eigenschaft: 


De 2eD,, 

) @* (Po) qn 2 enthalt weder von ¢* (P5) noch von 2 innere Punkte; 
) @* (Po) y 2 ist ein Polytop; 

) ~ (Po) yu 2D E,: 
) 


die Simplexe von 2 haben einen Durchmesser < «. 


— Je) 


Ng a 
Nb W WN 


R sei ein mit 2 identisches Polytop, m* werde in R als die identische 
Abbildung von R auf 2 definiert, und zwischen gewissen Randsimplexen 
von Po und R fiihren wir solche Identifikationen ein, dass ein Polytop 
Ps’ entsteht, das durch y* eineindeutig auf @* (Po) y 2 abgebildet wird, 


[Bee — jQY U R, 
ep (R)=2, 
nee = Pen ee 


Poy R kénnen und wollen wir von nun an als Polytop in einem r- 
dimensionalen Cartesischen Raum deuten (etwa mit Hilfe der Abbildung 
gy’), so dass gy” in allen inneren Punkten von Poy R den Grad + 1 hat 
und die Funktionaldeterminante positiv ist. 

9.7. Wegen 9.4.1 kénnen y(t) und ¢*(u) nur gleichzeitig innere 
und Randpunkte von p(Po) und y* (Po) sein (Satz von der Gebiets- 
invarianz). Daraus folgt: 

Ist @ (ut) sinnvoll und g*(u)€ Q, so ist p(t) Randpunkt von ¢(P), 


n—1 u—! 
also (we 'U f(A) U f(D). 
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9.8. Sei Z die Menge der u mit p(u)e E,. Dann gilt 
@ (Zi kh) > we. 


Analoges gilt mit F, bzw. G, statt E, bzw. F, usw. 
Denn sei Z* die Menge der u, fiir die q*(u) in einer «Umgebung 
von F, liegt. Dann ist wegen 8.2 und 9.4.2 


@(Z \R) CE, 
also 
Zeal (9.8.1). 
Nun ist wegen 9.6.4 
p* (Po UR) D Fa, 
also gemass der Definition von Z* 
GZ) ee, 
also nach 9.8.1 
OAZ yl) > fae aw. zs we 


9.9. Zur Abkiirzung schreiben wir nun 


10. 
10.1. S,, 1, Sz, T>,.S3; T;, S,, 7, sind definiert als Mengen aller u mit 


(S, :) 9 (t) € (An\ Ds) 9 U F°(E) 

(T;:)  (W) € (An\ Da) 0'U FP) 

(Sr) 9 (tt) € (Ba n'U £(E)) y (U F(A) 9 Ey), 
(To:) @ (u) € (Ca n'U £(F)) y (U F(B) 9 Fa) 
(S32) 9 () € (UF (A)\'U F(D)) 9 By, 


(Ts:) p(w) e(U F(A)\'U f(D) 9 Fe 
)@ (ube QOH E,, 
>) p* ( 


Ss 
(Ty:) p* (ule 2p F,. 
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Weiter setzen wir 
== OU Os oe 
ie tag sry Teruel ae 
10.2. S,yS2yS3 ist die Menge aller u mit 
@ (u)€ U FECEs), 
analog T; y T> y T; die aller u mit 
p (u) € U Fi(B). 
10.3. S, ist die Menge aller u mit 


p(t) e U fi(B) 9 By. 
10.4. Nach 9.8 und 10.2 gilt 
p (S) D F,, 
Ga Wie Ge 
1y 
11.1. Wir definieren in 
Si: yy (u)=o— (u); 
So: w2 (uv) =(1—9 (u)) o (Wy) + 8 (uy) * (U); 
S3 yor? ¥3,4(t)=—_q (u). 


0 (u) ist dabei so erklart: 


y (ut) =a (u) + B (u) 
(wo f(a (u)) sinnlos ist, setze man 2/ (f(z (u)) = 0); fiir we S, ist (10.3) 


y (u)e U fi (E), also (8.3) mindestens ein 140, also |y(u)| tiber einer 


positiven Schranke, also 


sinnvoll und q-mal stetig differenzierbar. 
Nach (10.3) ist ~(S2) C Bn, also p* in S, sinnvoll. Die Definition 
von w3,4(u) ist sinnvoll, da p(S3) C En © Be 
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11.2. -@(S,) 9 De= oy also 8 (t= 0 in 257 also 
in Sq S2 Cie dae atk: 
3) fa) 3 = Oo. 


Wegen 9.7 ist auch 
ey N D4 — Oo. 


n—1 


@(S)\q Uf (Di) 0, also a(t) = 0Ninw 57 also 


in S953 M5 ed i 


Nach 9.7 ist (S29 S4) n UF (D;,) = 16; also: o.(1) == 0 nso oa aso 
in S29 Sy VO: 
Wir diirfen demnach in ganz S eine Funktion y definieren durch 
‘== WALD toy 


11.3. Das Simplex o liege in T; wir zeigen: in o ist y q-mal stetig 
differenzierbar. 

In den Falleno C T;, oC Ty, o CT3y Ty ist das evident wegen 7 cn—1, 
11,1 und der Simplizialtat von @. Fir o, 7,5-0 ist of, (J5 5 [.)—0, 
also miissen die iibrigen zu untersuchenden o oq T, 0 erfiillen; dann 
ist aber o C S, und die Behauptung wieder evident. 


11.4. Wir k6nnen schreiben: 
We (u) = ¢ (u) + B (u) (y* (Ut) — @ (u)). 
Mit 9.4.2 und 9.4.3 kann 


=| 00 : | 0g" 0 
| ; #9 Li seen — 
=a aA raed Ou. One 


0Y2 pe oy 
Cine 0, 


so klein gemacht werden, dass die Funktionaldeterminanten von , y* 
und , (soweit definiert) dasselbe Vorzeichen besitzen, Nach 9.6 (Ende) 
ist dann 


in S_ det oe > 0: 
(Hiermit ist das “geniigend klein” aus 9.4 festgelegt.) 
M15. | =o | ae, lp—y|<e |o*—yp |<e. (Folgt aus 9.4.2 


und 11.1.) 
Alle @*(e) und y(o) haben einen Durchmesser < 2e. 
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12: 
12.1. Nach 10.2 besitzt die Abbildung y der Menge S, y Sy S; 


im Innern von 


| 


U FE) y (U f(A) 9 Es) 


den Grad +1. Wegen 4.3.1, 8.2 und 11.5 ist darum 


n—1 
P(S;uSr2uS (U fF ) en) OE (Bia k,,) 


und wegen 10.4 sogar 


n 


Bo) Uf (Fin Bas 


n 


p ist vom Grad +1; wegen 4 3.1, 8.2 und 11.5 gilt nun dasselbe 
von y in allen Punkten von 


Wi (Gila GC. (25g). 


p (ube U fi Gin Cr, 


so ist entweder (u) sinnvoll und dann wegen 8.2 und 11.5 fiir ein 
o mit Ueo 


also 


6 Gil: 


oder es ist t¢ R und dann aus denselben Griinden fiir ein o mit we o 
wieder 


gp (co) C F,, 
oe i 


In einem solchen o ist nach 11.3 und 11.4 die Funktionaldeterminante 
von y positiv. Daraus zusammen mit 12.1 folgt auf Grund von Satz 9: 


Die Punkte von U fi(Gi) a Ca besitzen ein y-Urbild in T. 
(2e3 welstet) aA ©.,.sovist wegen o.2 und L115 
PP (ut) eA ID, 


also wegen 8.3 


@ (i y== w (u). 
ae) 
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Da @(u) eineindeutig ist, folgt nun aus y (u)—y (v)€ An Cay Ue 0; 
Zusammen mit 12.2 liefert das: 


Die Punkte von U fi (G;) besitzen ein w-Urbild in T. 


12.4. Po sei der Polytop, bestehend aus allen o mit 


1) oC PyoyR, 
2) Gene 


n 


3) wl)nUfi lh) Fo. 
Man hat dann 


a’) w(Po) € An. 
b’) p(Pi)D U fi (H) no (P% y R). (Folgt leicht aus 12.3.) 


c’) yw ist in jedem Simplex von Po von der Klasse (4. 


d’) |u—v|= O(|y (u)—y (v)|). (Wegen 1.4, 8.2 und 11.5.) 


12.5. Wir definieren 
P* = (P’\Po) vy Pd 
und 
Tb = ot in PP, 
wf woine Po. 
Die Definition ist eindeutig. Denn sei 
Ge Pps Roe of 
ont#o; 
dann ist wegen 9.3 
7? (0) 1 B, = 0, 
also 
PAO) Cr), 
also stimmen in o qt die Abbildungen » und y, also auch beide Defini- 
tionen von x’ iiberein. 


12.6. Wegen 7 und 12.3 ist a* in jeder der beiden Mengen ein- 
eindeutig. Sei nun 


n° (li) =n" (0) te PO Par re DP 
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dann ist 
x (ul) = a* (ut) =a" (0) € f" (A,), 
also 
p (v) = (uje A,, 
andererseits 
gy (u)e B,, 
also 
gp (v)e A, \C, 
und daher 


d.h. x* ist in ganz P* eineindeutig. 


12.7. 2° besitzt die in 7 geforderten Eigenschaften; und zwar ergeben 
Sichpa. DC ns One weiteres) alis) a.) .D,21,C,-10d,20 und a,b,c,d. 
Auch f, ist evident (siehe verschiedene Bemerkungen in 9); nur e, bedarf 
noch einer kurzen Erorterung: fiir die o mit 2° (o)qf"(C,)=o0 folgt 
€, aus e,-1, da diese Simplexe durch evtl. Unterteilungen entstanden sind 


und durch z und a” gleichartig abgebildet werden; fiir die iibrigen gilt 
wegen 11.5 


z* (0) G f" (B,), also x* (x) € f" (A,) fiir alle t mit og tf 0. 


Botany. — Photo-inactivation of auxin in the coleoptile of Avena and its 
bearing on phototropism. (Preliminary note). By W. F. F. 
OPPENOORTH. (Communicated by Prof. J. C. SCHOUTE.) 


(Communicated at the meeting of October 28, 1939.) 


Early in 1939 KONINGSBERGER and VERKAAIK reported some experiments 
in which the phototropic behaviour of deseeded and decapitated coleoptiles 
of Avena was investigated. By deseeding the coleoptiles were practically 
deprived of their own auxin and therefore the phototropic response could 
be due to the growth substances artificially applied in agar blocks to the 
coleoptiles in the usual way. These did not show any phototropic curvature 
with indole-3-acetic acid, With auxin-a, however, either extracted from 
coleoptile tips or pure chemical preparations from urin (obtained from 
KOGL’s laboratory), distinct phototropic responses appeared in continuous 
illumination with 100 M.C. 

In vitro auxin-a in solutions is in equilibrium with its lactone. This 
auxin-a-lactone is readily inactivated by ultra-violet radiation and turns 
into the inactive lumi-auxin-a-lactone. 

The authors concluded that also in the coleoptile the auxin-a is in 
equilibrium with its lactone. Within the plant a photochemical inactivation 
was postulated by visible light, carotinoids probably acting as ‘‘sensibilizers’’. 
Since this inactivation must be stronger at the light side of decapitated 
coleoptiles than at the shade side, the phototropic base response of such 
coleoptiles was ascribed to the photo-inactivation of the auxin-a-lactone 
fraction. 

The eventual share of this process in the phenomena of phototropism 
of intact coleoptiles, however, was left undetermined. It seemed worth while 
to investigate phototropism once more from this photochemical angle. In 
the older investigations (WENT, 1928, VAN OVERBEEK, 1933 and many 
others) the auxin content had been determined by means of the diffusion 
method. With this method the total amount of auxin, delivered to an agar 
slice, e.g. by illuminated coleoptile tips, during a certain, relatively long 
time interval is estimated. It therefore easily may happen that, with this 
method, consistent but temporary differences in auxin content of light- and 
shade sides of coleoptile tips cannot be detected. Although WENT (1928), 
applying the diffusion method for the first time, reported a partly 
inactivation of growth substance of about 15 per cent, similar results were 
not reproduced by later authors. Consequently it is generally assumed that, 
according to the theory of WENT-CHOLODNY (see e.g. WENT and 
THIMANN, 1937, p. 166 a.f.), phototropism is due to an unequal 
“redistribution” of auxin in the illuminated organ. 

The problem of photo-inactivation can only be solved by determining at 
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definite instants the auxin content of the coleoptile at the light- and at 
the shade side, that is: by means of the extraction method. This work 
proved to meet with a number of unexpected difficulties and, at present, 
can by no means be considered to be finished. Since the author, however, 
has been mobilized and his work therefore had to interrupted for an 
undefinite time, it seems appropriate preliminarily to publish the results 
obtained till thus far. 


Material and methods. 


All experiments were done with coleoptiles of Avena. The plants used 
for phototropic reactions, as well as those from which the tips were used 
for auxin extraction were always of the same age as the test plants in the 
auxin test, that is 90 hours. They were grown in the usual type of air 
conditioned dark room (relative humidity 95 %, temperature 22°5 C.), where 
the experiments were also taken. Eventual illuminations took place in an 
adjacent room, equally conditioned, but with blackened walls and ceiling. 

As a light source for iliuminations a high pressure mercury bulb from 
PuiLips, Eindhoven, of the commercial ‘‘Philora” type was used, which — 
after a few minutes of preheating — gives light of a fairly constant 
intensity and rich in blue-violet (and also ulfra-violet) radiation. This bulb 
had been mounted in a light-proof brass tube; the desired light quantity 
was administered by means of a photographic shutter. Usually 500 M.C.S. 
was applied; a light quantity of this order of magnitude induces about the 
maximum ‘first positive’ phototropic curvature and therefore seemed 
appropriate to start this kind of investigations with. By placing the racks 
with plants almost parallel to the axis of the light beam, the light passed 
through the coleoptiles in the direction of the longest diameter of their 
elliptic cross section. 

Either immediately after the illumination, or after certain time intervals 
the tips of the coleoptiles had to be removed for the extraction of auxin. 
Since the auxin content of light- and shade side had to be determined 
separately, it was necessary to split the isolated tips longitudinally before 
putting them into ether. This proved to be a very delicate work, which 
demanded special precautions. 

After cutting the about 10 mm long tips in the usual way with the 
decapitation scissors, the tips were only loosened a little, painstakingly 
taking care not to turn them along their longitudinal axis. As soon as a 
dozen of coleoptiles (one rack) was treated in this way, the tips were 
carefully removed from the primary leaf by means of tweezers and placed 
in a ebonite mould. This mould consists of two halves; in each half twelve 
small furrows make a dozen of holes, when the halves are clasped together. 
In each hole fits exactly a coleoptile tip of 3 mm length. As soon as a 
dozen of tips is put into the holes in the correct orientation, they are cut 
to the same length of 3 mm with one stroke of a razor blade alongside the 
mould. Then the blade is pulled through the split between the two halves 
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of the mould, so that the coleoptiles are split longitudinally as precisely as 
possible, in the plane of the short axis of their cross section, One set of 
halves of the tips thus represent the light side (Z in the tables and graph), 
the other those of the shade side (D). The sets of halves are picked up 
with tweezers and put into ether. 

In order to control the reactivity of the test plants, with each test 
parallels ran with two to four different concentrations of indole-3-acetic 
acid. By doing so, one can rule out the daily fluctuations in the reactivity 
of the test plants and the amounts of auxin in the coleoptile extracts can 
be expressed in equivalents of indole-3-acetic acid. 

The procedure of splitting and extracting illuminated coleoptile tips was 
not applied, until its reliability had been checked in a large number of 
blank experiments with not illuminated, ‘‘dark’’ coleoptile tips. Since it 
proved to be very difficult to obtain constant and reproducible results with 
the ether extraction of coleoptile tips, it seems useful to discuss this 
essential part of the technique a little more in detail. 


The extraction method. 

In the beginning the prescription, given by VAN RAALTE (1937) was 
followed. Immediately before the extraction the ether was freed from 
peroxides by redistilling it over CaO and FeSOy,. The coleoptile tips were 
thoroughly ground with washed quartz sand under ether and a few drops 
of a 0.1 n HgSO, solution. Then the ether was decanted and the residue 
washed twice more with ether. After this, the extract was shaken with 
slightly acidified distilled water to remove the acid. The ether fraction 
subsequently was evaporated to a volume of 0.5 cm® and brought in a 
small test tube with an agar slice and 0.1 cm® of a buffer solution of 
pH 4.5. The rest of the ether was evaporated by means of an air current 
on a water bath. 

Several authors (THIMANN, 1934, VAN OVERBEEK, 1936, WENT and 
THIMANN, 1937) report an inactivation of auxin during the extraction by 
enzymatic processes; for that reason they are afraid of peroxides in the 
ether. SkooG (1935) moreover found that inactivation readily occurs in 
vitro in the presence of eosin (1 in 105), the latter substance probably 
acting as photocatalyst. 

Following the prescription mentioned above, it was first tried to find out 
how many tips, or halves of tips were needed to obtain measurable 
curvatures in the test. The results proved to be very uncertain and variable. 
4 different extracts from 24 coleoptile tips, made on the same day, gave 
the results of table I. 

The same variability was found when diluting the extract. 3 different 
extracts of 84 coleoptile tips were tested in 3 different concentrations. 
Concentration 1:1 means that one agar slice, divided into 12 blocks and 
tested on 12 plants, contains the extract of 12 tips; concentration 5: 1 
contains 5 times as much, that is the extract of 60 tips etc. The results are 
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TABLED: 
OO 


| 
No. of test plants | Mean curvature in degrees 


ee ee ee eee 


extract a LD. 7 
b 24 9.5 
c ik Ie) 
d 21 | 12 
indole-3-acetic acid 2.5 in 108 28 3,5) 
idem 5 in 108 28 8 
idem Le 07 ZN 16 


represented in table II; each experiment was done on a different day and 
consists of three parallels (a, 6 and c). 


TABLE II. 
| ~ Curvatures in degrees: 
Expt. No. 89 || 90 “Ol 
Concentration : ae bee ec Wea es oe oe ay a | 6 4+ 
Ts oe el es ee ee ee ee 
Sei 8.5 | 2 eda 6 3 8 5) || 4 == 
Le yori ee) | PA as es ec oe | Ce toc | 
1:5 1 Oe) 1 1 1.5 || 0 05) = 
| | 
indole-3-acetic acid | 
25) 3a MO | 3 \| 6 | 35 


It can easily be understood that also the results obtained with split 
coleoptiles were uncertain. Since the halves of the not illuminated tips 
ought to have equal auxin contents, we will indicate them arbitrarily as 
F(ront) and B(ack). In each experiment 28 dozens of tips were extracted; 


table III gives the results: 


Ab Tea 


Curvature in degrees: 


Expt. No | 
22 OA Oo || eens | 100 | Mean 
Concentration: | F | B | F | B | F | Bae BE | B | je | 183 | F| B 
] | Tie. | 
5:1 5 5 | 2 TZ Vie aa | 23 | 4 6 aes 
rea Hors aul Om 2 142) oll 0.) Ola. 13.5) 4 | 125))2:4)2.8 
1:5 i as 0 9/9 Jo | o /o a 
: Lae - I as) - — 
indole-3-acetic } 4 Hyg S| 7 4 | 7 5.5 
2.5 in 108 | | 
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Since, in spite of all fluctuations in the individual experiments, the means 
match reasonably well and in most cases the different concentrations show 
a fair proportionality, the source of error had to be found in the operations 
preceding the final evaporation of the ether. 

In many cases the amount of auxin, extracted from the coleoptiles, was 
extremely low too. Therefore a number of variations on the extraction 
method, described in literature, were tested. The sulphuric acid was 
replaced by hydrochloric and acetic acid; both gave worse results. Also 
the use of chloroform instead of ether, as practised by THIMANN (1934) 
and BoysEN JENSEN (1936), with hydrochloric and acetic acid failed to 
improve the yield. Alcohol and cold or hot water proved to be unsuitable 
media for extraction. 

Since the water, with which the sulphuric acid was washed away, con- 
tained some ether, which was therefore lost together with eventual auxin, 
dissolved in it, it was tried to wash with a saturated solution of ammonium 
sulphate, but this meant no improvement either. 

When VAN OVERBEEK (1938) reported that the acid could be omitted 
in the extraction of Avena, I had arrived at the same conclusion myself. 
Also the grinding of the tissue proved to be superfluous. 

With regard to indications in literature, it was tested whether auxin is 
inactivated by oxidation during the evaporation of the ether. To that 
purpose the evaporation was done on a hot waterbath by means of a 
nitrogen current, The yield of auxin was only a little increased, but it is 
a great advantage that the agar slice with the auxin preparation can be 
kept much longer in a nitrogen atmosphere than in air. The activity is 
preserved for at least 48 hours, which has a special advantage when the 
test plants have been spoiled for some reason. 

Further the possibility of enzymatic oxidation was considered. To 
eliminate the responsible enzymes, the tips were dipped into boiling water 
or the action of enzymes was inhibited with H.S. The yield of auxin, 
however, was not increased. Also extreme low temperatures did not help. 
The dry-ice extraction after DU Buy (1938) gave largely varying results 
too. Since, however, the evaporation of the ether is much less at a lower 
temperature, and also to inhibit eventual enzymatic effects, the ether 
further was cooled with ice during the treatment of the coleoptile tips in 
the dark room, 

Finally it was tried to omit the buffer solution and to soak the agar slice 
directly with the extract during the evaporation of the ether. To that 
purpose the 0.5 cm? of ether extract was brought in a small test tube with 
an agar slice only. It was hoped that during the evaporation of the ether 
with nitrogen, the auxin would enter the agar. This method in 8 experi- 
ments gave the same results as with the buffer solution as intermedium, 
but at least it has the advantage that the material can be reduced to one 


third. 


After all these modifications the variations in the individual experiments 
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were not yet eliminated, but in a series of experiments a fairly reliable 
mean value was obtained. In table IV 5 experiments are resumed, in each 
of which two parallel sets of 60 coleoptile tips were extracted and tested 
in the concentration 5 : 3. 


TABLE IV. 


Curvature in degrees: 


| Bop No. 


Concentration 5 ; 3 4s te 147 148 | 149 Mean 

Parallel a 9 2 0.5 | 1 (ese) ae 

b 5 15% ly abe al) Ss5--s eo) oper 

indole-3 acetic acid 5 in 108 | 5.5 nee eye ee 5.5 
idem 2.5 in 108 5.5 Ses hea 2 2 


With this method also a number of blank experiments with split tips 
was taken. The tips were not illuminated and therefore the two sets of 
F- and B-halves should give the same results. In each experiment of 
table V 240 halves of coleoptiles (in the controls 120 entire tips) have been 
extracted and tested on 24 plants, the concentration thus being 5: 1. 


TABLE V. 
a Curvature in degrees: 
Exp. No. 
Concentration 5: 1 151 152 153 | 154 Mean 
PBI |B Goi eal be Sane 
split tips 4.53 4|2.3|4.0|2.5|2.5|2.4 .6|2.9 2.9 
contro]: entire tips 6.0 253 1.5 2.3 3.0 
= : —- : as 
indole-3 acetic acid 2.5 in 108 | 3.7 | 1.0 2.5 2.1 | 2.3 
eis 5 in 108 | So eo 2: |, es so. |) eae 
ves ani ) 8.0 tot | = = 10.0 


The means of 4 replications in table V fairly match each other. Since it 
proved to be impossible to get reliable figures from one experiment (mean 
of 24 test plants), it was decided to use statistical values and to take into 
account only the means of at least four replications of each experiment. 

The procedure of the extraction practised for the experiments, described 
in this paper, briefly can be resumed as follows. The halves of the 
coleoptile tips, obtained in the way described above, were picked up with 
tweezers and put into 20 cm® ether in Erlenmeyer flasks of 25 cm3, cooled 
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in a beaker with shredded ice. For each extract, as a rule, 9 dozens of tips 
or 18 dozens of half tips were used; the volume of ether thus was relatively 
very large. Immediately before using it the ether was freed from peroxides 
by redistillation. As soon as the operations in the air conditioned dark room 
were finished, the botles with ether were placed in a light tight box and 
transported into the refrigerator, where they remained for at least 5 hours. 
Then the ether was decanted and evaporated to a volume of 0.5 cm3. This 
volume was brought together with an agar slice into a small type of test 
tube. Then the rest of the ether was evaporated on a hot water bath by 
means of a current of nitrogen. The tightly closed tubes with the agar slice 
in an atmosphere of nitrogen were left for one night in the refrigerator 
and the preparations were tested the next day. As a matter of precaution 
all manipulations for the extraction and evaporation of ether were done in 
a dark room in the same orange light as used in the air conditioned dark 


rooms. 


Possible factors in phototropism. 


Since it was intended to study the eventual part of photo-inactivation of 
auxin in phototropism, it had to be determined first whether other factors 
have a share in this phenomenon and, if so, to what extent. 

According to the WENT—CHOLODNY theory it could be expected that the 
so called redistribution, that is a lateral shifting of the auxin towards the 
shade side, would prove the most important factor. The most direct 
evidence for such a transversal transport has been given by VAN OVERBEEK 
(1933) in experiments with sections of hypocotyls of Raphanus, supplied 
with agar blocks containing growth substance and unilaterally illuminated. 
From his tables XII and XIII can also be concluded that at the light side 
a part of the growth substance has been inactivated (or consumed, 
VAN OVERBEEK), but in his table XIV this inactivation (or consumption) 
is only very weak. 

WENT (1928) too has already given data in experiments with Avena- 
coleoptiles, in which the auxin from light- and shade side has been trapped 
separately, by placing the coleoptiles over a razor blade. WENT stated 
that the amount of growth substance obtained from the shade side of 
illuminated coleoptiles is higher than that of halves of dark controls, In 
his table XXII he only gives relative figures; with 1000 M.C.S. this ratio 
was 57:50. It is questionable, however, whether this small difference is 
real. A decrease of the total amount of growth substance by the illumina- 
tion of 16 % in WENT’s experiments can be ascribed to photo-inactivation. 
From his tables XX and XXI some inactivation can be concluded too, For 
a transversal transport WENT’s table XXIII is the most conclusive one; 
it is reprinted in our table VI, with the relative figures in brackets. 

The difference in the second interval apparently must be ascribed to 
“redistribution”. This is supported by our own experiments done by means 
of the diffusion method, but in a distinctly different way. Immediately 
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TABLE VI. (WENT’'s table XXIII.) 


Illuminated with 100 M.C.S. Curvature in degrees: 
diffusion method; tips on ie —— = 
agar during: Ie | D Total 
| | 
first 75 minutes O83 a2 O42) || 6 se 0,8 (Ss) | 16.4 (100) 
| | ad 
next 75 minutes ' Tar @. 82) | IOs 1.0 a) | 16.8 (100) 


after the illumination with 500 M.C\S. the coleoptile tips were split and 
the halves placed on agar slices, those of the light- and of the shade side 
apart. Table VII gives the means of 5 experiments; sets of 36 half tips, 
3 mm long, were placed on one agar slice each. After one and two hours 
the same half tips were transferred on to a new agar slice. 


TABLE VII. 


Illuminated with 500 M.C:S. Curvature in degrees (auxin in per cent of dark controls, 1st hour) 


diffusion method; half tips} Dark Controls | | 


on agar during: (split tips) | L D _ Total *) 
Ist hour 3.9 (100) HFS (56) 22238 (59) | 3.7 (48) 
2nd hour | 2.8 (70) 1.8 (46) 1ON(49) 3.7 (48) 


3rd hour | D7 (XS) 2 (0) | 140 (3.9) 26133) 
*) Twice as many split tips as dark controls. 

A redistribution in our experiments was prevented by splitting the 
coleoptiles, which fact explains the difference between WENT’'s figures 
and ours in the later periods. 

Also an experiment, in which the coleoptile tips were cut and split partly 
immediately after the illumination and partly resp. one and two hours 
afterwards, pleads in favour of a transversal transport. In this experiment 
the split tips were directly placed unilaterally on the decapitated test plants 
(no diffusion into agar). Table VIII gives the means of two experiments. 


TABLE VIII 


‘ Curvature in degrees (aarie Control (split tips) 5°5) 
Illuminated with 500 M.C.S. In brackets per cent auxin of dark control (= 100) 
Split tips on test plants: | = = 


| IC, D | iGo 
immediately after illumination 5 (91) | 5 (91) | 5 (91) 
Gpechnare ee ad 3.1 (56) Toit) | 5.2 (94) 
two hours 83,7) (xs) (51! (GUIN9) 4.7 (84) 


Although it is not possible in the last experiments to discriminate 
between transversal transport and changed synthesis of auxin in the 
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coleoptile tip, it seems well established that redistribution actually plays a 
certain part in the phototropic response on illumination with 500 M.C.S. 

Other possible factors in phototropism are a change of the reactivity of 
the illuminated tissue or a change in the rate of transport of auxin. In 
order to investigate whether these factors, which can hardly be separated 
from each other, did play a part in our experiments, the decapitated test 
plants were illuminated with 500 M.CS. before the application of the 
auxin agar, as indicated in the head of table IX. 


AVNGILIB, IDS 


a b | C d 
a. dark b, c and d illuminated before the test with 500 M.C.S, in the 
control direction of arrows 


curvature in degrees: 


Soll f30 LED O58) 


From these figures we may conclude that after an illumination of 
500 M.C.S. no essential change in the reactivity of the tissue could be 
demonstrated. 

The only factor therefore, that can be expected to play a part in our 
experiments with auxin extraction is, next to an eventual photo-inactivation, 
the shifting of the auxin eventually coherent with a change in its synthesis. 


The auxin content of coleoptile tips after illumination. 


In this section the results of 39 experiments will be reported. Each 
experiment is either an extraction immediately after the illumination, or 
after 15 or 30 minutes, 1, 2, 3, 4, 5 or 6 hours after the illumination. It 
could not be avoided that decapitation, splitting of the coleoptiles and 
putting the halves into ether took about 5 minutes. In this way on 9 
different moments after illumination estimations of the auxin content at 
the previous light- (L) and shade side (D) were made. As a control and 
comparison in each experiment a blank set ran with plants that were not 
illuminated; the curvature obtained with the extract of their split tips is 
used as a standard (= 50; entire tips — 100); in each experiment the 
values of the halves of the illuminated tips are calculated as per cent of 
those of the “dark” split tips. Further in each experiment control sets 
were treated with indole-3-acetic acid in different concentrations and, 
finally, one set was used to control the phototropic curvature. Several 
of the latter sets have been recorded photographically and the average 
course of the phototropic curvature is represented in fig. 1. These plants 


Phototropic curvature after 500MCS in degrees 
S 


al | 


J 6 Z 
Hours after illumination 


‘dark’ split coleoptile 


tips 


le | | 


o 6 7 
Hours after illumination 


“dark entire coleoptile tips 


Auxin content after illumination with 500 MCS in percent of that of dark controls 
RK 
S 


Illuminated idem 


| | |__| 


Jeptoj, ih 


5 6. Pte. 
Hours after illumination 
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were not rotating on a clinostat; especially in the later hours the 
phototropic response will have been decreased by geotropic interaction; 
according to ARISZ (1915), on the clinostat the phototropic curvature 
would have increased for many hours. The results of the extraction experi- 
ments have been summarized in table X and in fig. 1. 


TABLE X. 
: Auxin content in per cent ~ Auxin content in per cent 

Time after illumination with of split ,,dark"’ tips*) | — of the illuminated tips 

500 M.C.S. a Dp a Sa Sat. 
immediately (+ 5 minutes) | 34 | 36) | 70) 49 51 
15 minutes 26. 1) 36 62 4} 59 
30 minutes 23 Tee 55 78 29 71 
1 hour 16 | 51 67 24 76 
2 hours 18 | =y// 75 25 US) 
3 hours 37 | 75 112 33 67 
4 hours 55 | 44 99 56 44 
5 hours 40 | 51 91 44 56 
hours 42> | | 45 S78) 48 | 52 


*) The split ‘‘dark” coleoptiles being = 50. 


The most striking result is that, immediately after the illumination (that 
is after about 5 minutes), the auxin content proves to be decreased for 
about 30 %, as well at the light- as at the shade side. There is no doubt 
that this decrease must be due to a photo-inactivation of auxin, that is of 
auxin-a-lactone. It is evident, however, that this inactivation, occurring 
at both sides of the coleoptile tip at a light quantity of 500 M.C.S. equally 
strong, cannot be related with any phototropic response, since it cannot 
induce a differentiated growth rate. On the other hand, this sudden 
decrease of the auxin content may be responsible for the so called ‘“‘slow”’ 
photo-growth-reaction. According to the ideas of WENT (1928), it seems 
demonstrated once more that the photo-growthreaction is not directly 
linked to phototropism. 

A difference in the auxin content of light- and shade side sets in later 
and reaches its maximum not until 1 to 2 hours have passed after the 
illumination, At that time the auxin content of the shade side begins to 
surpass that of the “dark” controls. It seems completely impossible readily 
to explain the phototropical response by a photo-inactivation of auxin 
alone, but still much more experimental work will be wanted duly to inter- 
pret the reported data. The long lasting decrease of the auxin content at 
the light side, coinciding with a gradual increase at the shade side, speaks 
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in favour of a lateral transport. After two hours, however, the total amount 
of auxin in the entire coleoptile tip begins to surpass the auxin content 
immediately after the illumination. This can only mean that also the 
synthesis of auxin is changed by or after the illumination, The values 
found after 3 hours are even higher than those of ‘“‘dark’”’ plants, but it is 
questionable whether this difference is consistent; the same holds true for 
the figures found after 4 hours, where the auxin content of the light side 
is somewhat higher than that of the shade side. After 3 hours the L and D 
curves show slight fluctuations, probably too weak to be real. 

It would perhaps be possible, but certainly premature to try to estimate 
the phototropic response in terms of the auxin content of the light- and 
shade side. To this purpose it seems indispensable to repeat the same 
experiments with a variety of light quantities. Perhaps a mathematical 
treatment of the different curves would then also enable to disentangle the 
coinciding effects of transversal transport and change in synthesis of auxin, 


Discussion of the results. 


All illuminations reported in this paper have been done with a light 
quantity of 500 M.C.S., giving about the maximal ‘‘first positive’ photo- 
tropic response. It was ascertained that with this light quantity the ability 
to react of the base and the transport of auxin are not measurably affected. 
On the other hand strong evidence was obtained again that ,,redistribution”’ 
of auxin, probably combined with a change in the synthesis of auxin plays 
an important part in phototropism. 

The method of auxin extraction taught that immediately after the 
illumination with 500 M.C.S. the auxin has been inactivated for about 
30 %, both at the light- and at the shade side of the coleoptile tip. This 
phenomenon can be explained as a photo-inactivation of the auxin-a- 
lactone fraction, according to the equilibrium, stated in solutions by KOGL, 
C. KONINGSBERGER and ERXLEBEN (1936): 


auxin-a <————, auxin-a-lactone (both active) 
| light! 


lumi-auxin-a-lactone (inactive) 


and supposed within the plant by K6cr (1936). 

V. J. KONINGSBERGER and VERKAAIK (1938) gave evidence that this 
equilibrium actually occurs within the coleoptile and suggested that caroti- 
noids possibly would act as sensibilizers and cause the inactivation by 
visible wave lengths. 

Until recently in vitro this inactivation had only been observed by ultra- 
violet radiation. In this regard it is very interesting, that, shortly after 
the publication by KONINGSBERGER and VERKAAIK, Prof. K6GL verbally 
communicated they had succeeded in his laboratory to show that auxin-a- 
lactone is also inactivated by the longer wave lengths of the visible light 
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in the presence of carotene. The question of the photo-inactivation of 
auxin-a-lactone since has been studied again in KOGL’s laboratory by 
G. J. SCHURINGA, who also had to stop his research as a result of the 
mobilization. We have, however, been kindly authorized to report that 
SCHURINGA found that the spectral region of inactivation is shifted by 
carotene for about 1000 A.U. towards the visible light. This means that 
the maximum of inactivation in the presence of carotene exactly coincides 
with the spectral region, which has the maximum effect in phototropism 
(4670 A.U., BLaauw, 1909; 4800—4360 A.U. bu Buy, 1933), and in 
photo-growthreactions (V. J. KONINGSBERGER, 1922) and with the maxi- 
mum absorption band of carotene extracted from Avena coleoptiles 
(BUNNING, 1937). 

The inactivation within the coleoptile, caused by unilateral illumination 
with 500 M.C.S., being as strong at the shade side as at the light side, 
this factor, curiously enough, cannot be responsible for the phototropic 
curvature, since it cannot induce a different growth of both sides. On the 
other hand the “‘slow’’ photo-growthreactions, caused by illumination of 
the coleoptile tip, can readily find their explanation in this inactivation. 
After WENT’s work (1928), this is the strongest indication that photo- 
growthreaction and phototropism are not directly related. 

As KONINGSBERGER and VERKAAIK (1938) pointed out, the phototropic 
base response and also the “‘short’’ photo-growthreaction, induced by 
illumination of the base, both can find their explanation in the photo- 
inactivation of auxin-a-lactone. This view is supported by my own 
observations on decapitated coleoptiles that had regenerated their ‘‘physio- 
logical” tip. In these coleoptiles the phototropic curvatures were only 
weak and never did surpass 5°. A lateral transport seems impossible in the 
hollow base of the cylindrical coleoptile and to be governed in the extreme, 
solid tip. In this regard, one may speak of a special phototropic function of 
the tip in Avena. 

Since the auxin content of the tip after about two hours after the illumi- 
nation begins to surpass that immediately after the illumination, also the 
synthesis of auxin must have been changed by or after the irradiation. 

The interaction between “redistribution” and change in synthesis still 
is unknown. It seems possible to disentangle these two factors by repeating 
the reported experiments with different light quantities. It was planned to 
do so, not only for light quantities causing ‘‘first positive’ curvatures, but 
also for those of the region of the negative and “‘second positive” curva- 
tures. It is possible that light quantities, smaller or greater than 500 M.CS., 
have a different inactivating effect and also affect the redistribution 
differently. The authors hopes soon to be able again to continue his 
research along this program. He feels much indebted towards the director 
of this institute, Prof. Dr. V. J. KONINGSBERGER, for his interest and espe- 
cially for his help in the redaction of this preliminary report. 
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Summary. 


1. A method is described to determine the auxin content of the Jight- 
and shade side of illuminated coleoptiles separately by means of ether 
extraction. The extraction method is amply discussed. The results of this 
method are rather unstable; only statistical values can be used. 

2. Immediately after an illumination of 500 M.C.S. about 30 % of the 
auxin in the coleoptile tip proves to have disappeared, as well from the 
light- as from the shade side. It is assumed that the lactone fraction of the 
active compounds: (auxin-a + auxin-a-lactone) is inactivated by the 
radiation, carotinoids acting as sensibilizers. 

3. This inactivation, being equal at both sides, cannot explain the 
phototropic curvature; along different ways strong evidence is given that 
phototropism is chiefly due to a redistribution of auxin, according to the 
WENT-CHOLODNY theory. The extreme, solid coleoptile tip is responsible 
for this redistribution. 

4. Moreover, the synthesis of auxin probably is changed by or after 
the illumination. 

5. The photo-growthreactions, both of the “‘slow’’ and of the ‘‘short” 
type, caused by an all-sided illumination can find their explanation in the 
stated inactivation of auxin. The same holds true for the weak phototropic 
base response of the coleoptile. 

6. Photo-growthreactions and phototropism therefore are not directly 


related. 
Utrecht, Botanical Laboratory. 
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